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Vor^wort, 



Die Ton L. Fuchs begründete analjtiscfae Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen ist in den letzten Jahren so vielfach und so ausführlich 
dargestellt worden, daß es einer besonderen Rechtfertigung bedarf, wenn ich 
in dem vorliegenden Buche mit einer neuen Darstellung dieser Theorie vor 
die Öffentlichkeit trete. Ich möchte vorweg bemerken, daß die hier folgenden 
Darlegungen mit der klassischen Theorie, wie sie z. B. in dem von mir her- 
ausgegebenen „Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen^^ 
(Leipzig, Teubner, 1895 — 1898) im Zusammenhange entwickelt worden ist, 
sehr wenig gemein haben, so daß ich den Vorwurf nicht zu fürchten brauche, 
ich wollte hier oft Gesagtes wiederholen oder auch nur Altbekanntes in neuem 
Gewände erscheinen lassen. Es handelt sich vielmehr darum, Methoden vor- 
zuführen, die einerseits zu den Besultaten der klassischen Theorie einen be- 
quemen und naturgemäßen Zugang eröffnen, die aber andererseits zu neuen 
Ergebnissen führen, von denen ich hier nur die am nächsten liegenden habe 
auseinandersetzen können. 

Ich hoffe darum, daß dieses Buch für den Anflbiger, der die Theorie der 
linearen Differentialgleichungen kennen lernen will, einen brauchbaren Führer 
abgeben wird, und daß es für solche, die an der Weiterbildung der Theorie 
der Differentialgleichungen tätigen Anteil nehmen wollen, mehrfach auch als 
Wegweiser wird dienen können. 



Mein Bestreben war darauf gerichtet, die in Bede stehende Theorie im 
Sinne der Methoden von Biemann auszugestalten. Daß mir dabei in erster 
Linie das 1876 aus dem Nachlasse Biemanns veröffentlichte Fragment*) 
zur Bichtschnur diente, erscheint danach als selbstverständlich. Gleichwohl 
erwies es sich als notwendig, das von Biemann in jenem Fragmente ange- 
deutete Verfahren geradezu umzukehren, so daß Biemanns Ausgangspunkt 
— der das von mir sogenannte Biemannsche Problem involviert — bei mir 
als der Schlußstein erscheint. Die von Biemann betrachteten Funktions- 
sjsteme definiere ich von vornherein als Lösungen von Systemen linearer 
Differentialgleichungen erster Ordnung, die dann auch dauernd das Substrat 



*) Biemanns Werke (2. Aufl. 189S), S. 879. 



VI Vorwort. 

der üntersnchuiig bilden.*) Wenn auch, so wie es sich um Spezialfragen 
handelt, die Betrachtung der Differentialgleichung höherer Ordnung das ein- 
fachere zu sein scheint, so sichert bei allgemeinen Untersuchungen das System 
von Differentialgleichungen erster Ordnung eine größere Bewegungsfreiheit 
und Symmetrie. Es tritt dies namentlich an zwei Stellen der Theorie in so 
überzeugender Weise hervor, daß ich mir es nicht versagen kann, schon in 
diesen einleitenden Zeilen auf diese Stellen besonders hinzuweisen. 

Die eine liegt ganz an der Schwelle; ich meine die Existenzbeweise für 
die Lösungen. Ich verfahre bei diesen in derselben Weise, wie es Biemann 
für das gewöhnliche bestimmte Integral vorgezeichnet hat, indem ich fCbr den 
Fall einer realen Variabeln das Interpolationsverfahren zur Anwendung bringe 
und für ein System mit einer komplexen imabhängigen Veränderlichen die 
Existenz der Lösungen dadurch beweise, daß ich ihre realen und imaginären 
Bestandteile als Lösungen komplett integrabler Systeme mit zwei realen un- 
abhängigen Variabein definiere. Dabei gestaltet sich nun die Theorie der 
Systeme von linearen Differentialgleichungen erster Ordnung zu einem über- 
aus durchsichtigen Infinitesimalkalkül der Matrizen von n' Funktionen, und 
ich möchte gleich hier mit Dank der Anregung gedenken, die ich in bezug 
auf diesen Kalkül aus den schönen Abhandlungen**) des Herrn V. Volterra 
geschöpft habe. Abgesehen davon, daß ich mich bei der DurchfQhrung im 
einzelnen anderer Methoden bediene wie dieser ausgezeichnete Mathematiker, 
kann das Verhältnis, in dem die Darstellung des Herrn Volterra zu meiner 
eigenen steht, vielleicht in der Weise bezeichnet werden, daß Herr Volterra 
die „Integrale von Substitutionen (Matrizen)'^ als independente Grebilde ein- 
führt, ähnlich wie man etwa die Determinante einer Matrix selbständig de- 
finiert, während diese Gebilde bei mir als „Integralmatrizen^ von Systemen 
linearer Differentialgleichungen erscheinen, also ähnlich, wie wenn die Theorie 
der Determinanten aus der Auflösung der Systeme linearer Gleichungen her- 
aus entwickelt wird. 

Ich bemerke, daß auch die anderen Methoden, die für den Existenzbeweis 
der Lösungen zu Gebote stehen (sukzessive Approximationen, calcul des limites) 
dem Matrizenkalkül in sehr übersichtlicher Weise angepaßt werden können. 

Die andere Stelle, wo sich die Betrachtung der Systeme anstatt der ein- 
zelnen Differentialgleichung höherer Ordnung bewährt hat, ist die Theorie 
der „schlechthin kanonischen Systeme^^ Es gelingt für diese Systeme — 
natürlich auf den von der klassischen Theorie geschaffenen Grundlagen — 
eine Theorie zu entwickeln, die die Lösungen der gedachten Systeme nicht 
nur als Funktionen der Differentiationsvariabein, sondern auch in ihrer Ab- 
hängigkeit von den in den Koeffizienten auftretenden Parametern so weit zu 



*) Den Gedanken, an Stelle der einzelnen linearen Differentialgleichung 
höherer Ordnung die Systeme von Gleichungen erster Ordnung zu studieren, hat 
iohon Herr L. Soenigiberger in seinem „Lehrbuch der Theorie der Differen- 
tialgleichungen** (Leipzig, Teubner, 1889) konseauent dorchgefährt. 

**) Memorie della Societä ItaJiana delle Saenze (detta dei XL), t. VI, Nr. 8 
(1887), t. Xn (1899); Bendiconti del Circdo Matematico di Palermo, t. H (1888), S. 69. 
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beherrschen gestattet, daß man diese Lösungen als ein ebenso handliches ana- 
lytisches Instrument ansehen kann, wie etwa die Integrale rationaler oder 
algebraischer Funktionen. Ich möchte hier besonders die „parametrischen 
Normalreihen^^ und die durch diese vermittelten asymptotischen Darstellungen 
der Lösungen hervorheben, ferner den auf die Theorie der schlechthin kano- 
nischen Systeme gegründeten Beweis für die Lösbarkeit des Bie mann sehen 
Problems und endlich darauf hinweisen, daß das sogenannte „Fuchs sehe 
Problem^^ auf ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung und 
zweiten Grades fährt, daff durch die aus den schlechthin kanonischen Systemen 
entspringenden parametralen Funktionen in ähnlicher Weise integriert wird, 
wie man etwa lineare Differentialgleichungen durch bestimmte Integrale inte- 
griert, die die Dififerentiationsvariable als Parameter enthalten. 

In bezug auf weitere Einzelheiten muß ich auf die Darstellung selbst 
verweisen. 



Zur Orientierung für den Anfänger, der dies Buch zur Hand nimmt^ be^ 
merke ich, daß es eine im wesentlichen unveränderte Wiedergabe der Vor- 
lesungen ist, die ich an unserer Universität im Studienjahre 1905/06 zwei 
Semester hindurch gehalten habe. Meine Zuhörer brachten zum Teil an Vor- 
kenntnissen nur die Elemente der Funktionentheorie mit; die Aneignung des 
Matrizenkalküls, von dem in diesen Vorlesungen ausgiebiger Gebrauch ge- 
macht wird, vollzog sich leicht und unter döm regen Interesse der Stu- 
dierenden. 

Meine auf die hier behandelte Materie bezüglichen Veröffentlichungen 
stelle ich unter dem Text«*) zusammen. 

Es bleibt mir nur noch übrig, den befreundeten Gelehrten, die meine 
Bitte, die Korrekturbogen dieses Buches zu lesen, gütigst gewährt haben, für 
ihr Interesse und für manchen wertvollen Bat herzlich zu danken; es waren 
dies die Herren L. Heffter, A. Hirsch, A. Loewy und L. Fejer. Nicht 
minder gilt mein Dank dem freundlichen Entgegenkommen des Verlagshauses 
B. G. Teubner. 

Elausenburg, im Februar 1908. 

L. Schlesinger. 



*) Comptes Bendus (Paris), t. 126 (1898), 8. 723; t. 132 (1901), 8. 27; t. 185 
(1902), 8. 676; t. 188 (1904), 8. 966; t. 142 (1906), 8. 1031; t. 146 (1908), 8. 106 
Sitzungsberichte (Berlin) 1902, 8. 288; GielleB Journal, Bd. 128, 8. 138; Bd. 124 
8. 47, 8. 292; Bd. 126, 8. 28; Bd. 128, 8. 268; Bd. 129, 8. 287; Bd. 180, 8. 26 
Bd. 131, 8. 202; Bd. 132, 8. 247; Mathematische Annalen, Bd. 68, 8. 278, 8. 277 
Annales de r£cole Normale (8), t. 20, 8. 831 ; L^Enseignement math^m. t. 7, 8. 856 
Verhandlungen des BI. Internat. Mathematiker-Kongresses (Leipzig, 1905), 8. 219 
feiner eine Reihe von Mitteilungen an die ungarische Akademie der Wissen- 
schaften, 1902—1906. 
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Erste Vorlesung. 

Sinleitendes. Systeme linearer Differenüalgleiohnngen. Komplette 

und homogene Systeme. Integralexistens. Interpolationsverfahren 

für den Fall einer realen unabhängigen Variabein. 

Relationen zwischen yeränderlichen Größen und ihren Differentialen 
oder Derivierten nennt man Differentialgleichungen. Die Auf- 
gabe der Integralrechnung besteht darin^ wenn ein System von 
Differentialgleichungen vorgelegt ist, ein System von Relationen zwischen 
den Yeränderlichen Gh*ößen selbst herzustellen^ das dem gegebenen 
Systeme von Differentialgleichungen äquivalent ist. Ein solches System 
heißt dann ein System von Integralgleichungen der gegebenen 
Differentialgleichungen. In diesen Vorlesungen werden wir uns mit 
einer besonderen Klasse von Differentialgleichungen beschäftigen, die 
sich von den verschiedenartigsten Gesichtspunkten aus als die ein- 
fachste und am leichtesten zugängliche erwiesen hat, mit der Klasse 
der linearen Differentialgleichungen, und zwar vorwiegend mit 
den linearen Differentialgleichungen mit einer unabhängigen 
Yariabeln. 

Bedeuten yi,--',yp p unbekannte Funktionen der Yariabeln x^ 
so hat ein System von linearen Differentialgleichungen m^' Ordnung 
fiir diese Punktionen die Form 

^M\yu >ypi dx' ' dx' ' dx"*' ' dx"^) ^' 

(jc-l, 2,...,/,) 

WO die L^ lineare, d. h. ganze rationale Funktionen ersten Qrades 
ihrer Argumente bedeuten, mit Koeffizienten, die Funktionen von x sind. 
Dieses System kann auch in der folgenden Gestalt geschrieben werden: 

L\yu'-yp\ yi -•,»,;•••; -h-^'"^ di^)-^^ 

dx ^y^' 



^ — -y^'^-'^y 

dx ^* ' 

Sohleiinger, lineare DifferentiAlgleichungen. 



2 Erste Vorlesung. 

und erscheint dann als ein System linearer Dififerentialgleicliungen 
erster Ordnung für die pm =« n Funktionen 

Denken wir uns ein solches System nach den Deriyierten der un- 
bekannten Funktionen^ die wir jetzt der Reihe nach mit 

bezeichnen wollen^ aufgelöst; so erhält es (vorausgesetzt, daß eine solche 
Auflösung sich algebraisch als möglich erweist), die Form: 

^^^ "äf "^ ^ox+ yiöix+ y2Ö2x+ • • • + y»»nx; («=i. «.•••.-) 

Systeme von Differentialgleichungen oder kürzer*) Differential- 
systeme von dieser Form sind es also, mit denen wir uns zu be- 
schäftigen haben werden. 

In dem Systeme (A) bedeuten die a^^ Funktionen von x. Wenn 
die «0^ nicht sämtlich verschwinden, so heißt das lineare Differential- 
system ein inhomogenes oder komplettes, sind sämtliche a^^ gleich 
Null, so haben wir ein homogenes lineares Differentialsystem. Wir 
werden später zeigen, wie die Theorie der kompletten Systeme auf die 
der homogenen zurückgeführt werden kann, und beschäftigen uns 
darum zuvörderst mit den homogenen Systemen: 

d ^-^ 

(B) ^Ä-^y^«-««- c-».«.-.-) 

In dem ein&chsten Falle, wo n = 1 ist, haben wir 

Die Integration dieser Differentialgleichung läßt sich, indem man 

(2) w«=logy 
setzt, auf die einfache Quadratur 

(3) g-a, u-fadx 

zurückführen. Das heißt, wenn man die Theorie der Quadratur und 
die Theorie des Logarithmus und der Exponentialfunktion als bekannt 
ansieht, so ergibt sich 

als Lösung der Differentialgleichung (1). 

•) Nach dem Vorschlage von P. Stftckel (1898). 
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Der leitende Gedanke, der unserer Behandlungsweise des Differential* 
Systems (B) zugrunde liegt, ist nun der folgende: Wir übertragen 
die für die Untersuchung der Differentialgleichung (3) entwickelten 
Methoden zunächst auf die Differentialgleichung (1) und suchen diese 
Methoden dann so zu verallgemeinem, daß sie für die Systeme von 
der Form (B) brauchbar werden. Dabei ist es wesentlich zu bemerken, 
daß vermöge der Relation (2), die zwischen den abhängigen Yariabeln 
der Differentialgleichungen (3) und (1) besteht, allemal dort, wo in 
der Theorie der Differentialgleichung (3), d. h. in der gewöhnlichen 
Integralrechnung eine Addition beziehungsweise Subtraktion auszuführen 
ist, für die Differentialgleichung (1) eine Multiplikation beziehungs- 
weise Division auftritt. Während also z. B. für die Differential- 
gleichung (3) das allgemeine Integral u aus einem partikulären 
durch additive Hinzufügung der willkürlichen Eonstanten her- 
vorgeht, wird das allgemeine Integral von (1) aus einem partikulären 
durch Multiplikation mit einer willkürlichen Eonstanten entstehen. 

Wie in der gewöhnlichen Integralrechnung werden wir x zunächst 
als reale Variable betrachten imd dann zu dem Falle einer kom- 
plexen unabhängigen Yariabeln aufsteigen. Für den Fall einer realen 
Yariabeln x handelt es sich dann vor allem um die Beantwortung der 
Frage, wann die Differentialgleichung (1) und allgemeiner das System (B) 
überhaupt lösbar ist, d. h. um die Frage der Existenz der Inte- 
grale. Wir beginnen mit der Differentialgleichung (1) und folgen 
Schritt für Schritt dem Wege, den man nach Riemanns Yorgange 
einschlägt*), um die Existenz des bestimmten Integrals 



/" 



adx 
zu erweisen. p 

Um die Bedingungen aufzustellen, denen die Funktion a zu unter- 
werfen ist, damit eine Funktion y existiere, die der Differential- 
gleichung (1) genügt^ setzen wir zunächst voraus, daß a in dem Inter- 
valle (p . . . 9) der realen Yariabeln x, die Grenzen p, q eingeschlossen, 
eine reale, eindeutige und endliche Funktion von x sei. Es sei 
p<qy und es bedeute r einen Wert, für den 

P<r^q 
ist. Wir teilen dann, wie in der gewöhnlichen Integralrechnung, das 
Intervall von ^ bis r durch die Punkte 

*) Man sehe z. B. Thomae, Einleitung in die Theorie der best. Integrale 
(Halle 1876), 8. 11—13. 

^- 1* 
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in m TeÜBj setzen 

«o = P, ^m-r 
nnd wählen in jedem Teilinterralle (a;^_i . . . a?^) einen willkürlichen 
Zwischenwert |y_i: 

Dann bilden wir das System von Differenzengleichnngen 

(4) y«')- y<'-»)- »<'-»)a(|,_0 • (»,- «,.0, c-m.- .-) 
WO y^®) einen willkürlichen Anfangswert der Funktion y bedeutet, 
der dem Anfangs werte x^^^p der unabhängigen Yariabeln entspricht^ 
und fragen nach dem Grenzwerte^ dem sich die durch den Algo- 
rithmus (4) bestimmte Gh'öße y<"*) annähert, wenn wir die Anzahl m 
der Teile so ins Unendliche wachsen lassen, daß die Ausdehnung 
^»— ^r-i ^®r einzelnen Teilintervalle gegen Null konvergiert. 

Wir schreiben das Gleichungssystem (4) in der Form 

(5) !^''> = y<^-'>(a(|,_,)(a:,^a;,_i) + 1); i.-i,«,...«^ 
dann lassen sich durch Multiplikation dieser Gleichungen miteinander 
— so wie in der gewöhnlichen Integralrechnung durch Addition — 
die Zwischen werte i^^\ . . . j/*""*^ eliminieren, und wir erhalten 



(6) 



y(m) = y(») JJ(«(l.-l) (a^»- »,-l) + D) ■ 



^=1 



Es handelt sich also um die Untersuchung des Grenzwertes dieses 
Produktes. Um Wiederholungen zu vermeiden, führen wir diese Unter- 
suchung nicht erst an der speziellen Gleichung (1) durch, sondern 
verallgemeinem gleich auf das System (B). 

Es seien denn die Koeffizienten OLi^{x) {i, x =« 1, 2, . . ., n) des 
Systems (B) reale, eindeutige und endliche Funktionen der Yariabeln x 
in dem Intervalle (p . . . 9), ferner seien 

willkürlich vorgeschriebene Anfangswerte für den Anfangspunkt x^^^p. 
Wir bilden die den Gleichungen (4) analogen Differenzengleichungen: 



(C) 



1^'-1^' 



(Xt 



'■'i 



yi*'«i,(y. 



y(m) _ y(».-l) = (3;^ - X^_;) ^1^^'^ a,^{i^_,) 



> (« = 1,». 
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nnd untersncheiiy unter welchen Bedingungen die durch diesen Algo- 
rithmus definierten 

bestimmten Ghrenzwerten zustreben^ wenn m so ins Unendliche wächst^ 
daß die a:^ — Xy^i beliebig klein werden, und zwar Grenzwerten; die unab- 
hängig sind von der Wahl der Teilungspunkte , Yon der Wahl der 
Zwischenwerte und von der Art, wie, d. h. nach welchem Gesetze, die 
rCy— rty_i yerkleinert werden. 

Wir beweisen zuvörderst zwei wichtige Hilfssätze. 

Da die a^Xx) ^ p^x^q endlich sind, so Bißt sich eine po- 
sitive Größe g so angeben, daß 

Dann folgt aus der ersten der Gleichungen (C) 

also, indem wir in bezug auf x von 1 bis n summieren. 

Ebenso ergibt sich 
und somit 

x = l jt»! 

Allgemein erhalten wir 

Wir führen jetzt zur Erleichterung der Rechnung die Exponential- 
funktion ein, bemerken aber, daß sich dies auch vermeiden ließe, wenn 
man auf Kosten der Bequemlichkeit die „Reinheit der Methode^^ 
wahren wollte. — Zufolge der einfachsten Eigenschaften der Ex- 
ponentialfunktion ist: 

1 + ng{x^'-x^^^) < e-^'C/u-'^-i); 
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wir erhalten also aus (7) die Ungleichung 

(I) ^^y^\<^^-''"''^\y^'\> (-M.-..».) 

x=l x=l 

die unseren ersten Hilfssatz ausdrückt. 

Dieser Satz offenbart uns schon eine der wichtigsten Eigenschaften 
des linearen Differentialsystems (B)^ wodurch sich dieses System von 
den allgemeinen nicht linearen Differentialsystemen unterscheidet. Wir 
erkennen luLmlich aus der Ungleichung (I), daß die j^*^) bei beliebiger 
Wahl der Teilung dem absoluten Betrage nach stets unter- 
halb einer a priori angebbaren Grenze 



«(r-P)«.^|y(o)| 



x = l 



bleiben. Schon fQr die einfache^ nichtlineare Differentialgleichung 

würde, wenn man das angewandte Interpolationsverfahren auf sie über- 
tragt *), eine analoge Eigenschaft nicht bestehen. 

Durch Addition der v ersten Gleichungen des Systems (C) ergibt 
sich: 

alsO; da nach (I) 

^|j^-i)|<e(..-i-^..^|yj»| 

gefunden wird, 

fisil Xsl 

Nun ist aber 

wir finden demnach 



*) Das Interpolationsverfahien ist für beliebige DifferentialBysteme von 
Canchy zum Existenzbeweise der Integrale benntzt und dann von Lipschitz 
(vgl. des letzteren Lehrbuch der Analysis 11, Bonn 1880, 8. 604) weiter ent- 
wickelt worden. 
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u 

(Ha) |!^;>-y'?|<i^(a:,-a;o)e(''-»-")"'2'l»i->| 

und insbesondere 

n 

(Hb) |y<r>-y<«'|<K''-i')«^'"'^"'^|!^'»|5 

die Formeln (IIa) und (IIb) enthalten unseren zweiten Hilfssatz. 
Wir betonen noch nachdrücklich, daß die auf der rechten Seite der 
letzteren Ungleichung auftretende Größe von der Wahl der Teilung 
und der Zwischenwerte unabhängig ist, daß also durch Yerkleine- 
rung des Intervalls {p . . .r) die Differenzen 

y(m) _ y(0) 

dem absoluten Betrage nach beliebig klein gemacht werden 
können. 

Wir betrachten jetzt die Gleichungen (C) für dieselben Teilungs- 
punkte x^, . . .yX^^i, aber für zwei verschiedene Systeme von Zwischen- 
werten |y_i, 6y_i, wo also: 

Für die neuen Zwischenwerte erhalten wir dann den Algorithmus 
wo aber 

yj>-y?\ (x=i.2....,n) 

Durch Subtraktion der Gleichungen (C) von den entsprechenden des 
Systems (C) ergibt sich: 

also, wenn wir zur Abkürzung 
setzen, 



(8) 



^,-^.,-x+(^,-^,-o2'^'""M^-^)-"^«(^'-')l 



ji-i 



+ ('r-'>.-0^''xn(l-0\r.,. 
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Für ein Inteirall {x^^i' - ' x^) nennen wir den ünterscliied zwischen 
dem größten und dem kleinsten Werte, den eine Funktion von x in 
diesem Intervalle anzunehmen imstande ist, die Schwankung dieser 
Funktion in jenem Intervalle. Die Schwankung derjenigen unter den 
n' Funktionen a^^J die nicht kleiner ist als die Schwankung aller übrigen 
für das Intervall (a?^_i • • • x^), bezeichnen wir als die Schwankung ö^^^ 
des Systems von n^ Funktionen a^J^ oder kürzer als die Schwankung 
der Matrix (a^J. 

Da sowohl |^_i als auch f^^j dem Intervalle (^^«1 • . . ^J an- 
gehören, ist 

femer folgt nach dem ELilfssatze (I): 

J>|y(-x)|<cC,-,-«.)-.J'|y(<»>|. 

hiemach ergibt die Gleichung (8): 

n 
n 

and, indem wir in bezug auf x von 1 bis n summieren: 

(10) ^\£i„\<E,+ (l+ng(x,-x,_,))^\A,,,_,\, 



(9) 



WO 



(11) E,'nix^-x,_,)0,_,e'"^'^-^-'^\f^'\ 

gesetzt wurde. — Die Ungleichung (10) hat die folgende Form: 
(a) \<E^+[1 +ng(x^-x^^{)]A^^i] (v=i,8...-,m) 

beachtet man nim, daß 

[1 + ng{x^-x^^,)] ... [1 + ng{x, - x,,,)] < 6"'^'--'-i>, 

so folgt, indem man in die letzte der Ungleichungen (a) für A^.^ die 
rechte Seite der vorletzten Ungleichung, hierin für A^.j ^® rechte 
Seite der drittletzten usw. substituiert: 

m 

(b> A^ < V e^'^^'m - '*y ß^ . 

»=1 



n 



IntegraleziBtenz. Interpolationsverfahien. 
Hiernach ergibt sich aus (10): 

i:iA.J<J;e"'"--''>n(.,-.,_,K_.e-''<'— >2'ly?N 
und folglich 

(12) ^WJ<^'''-'^n^\y^^>\^ix,-x,_,)<,^_,. 

Der auf der rechten Seite dieser Ungleichung auftretende Faktor 

(13) 2'(*'-*-^^*'-' 

kann, analog wie in der gewöhnlichen Integralrechnung^ als die Ge- 
samtschwankung der Eoef&zientenmatrix (a^^) f£lr die Teilung 
i^i, ' - '} ^m-i) bezeichnet werden. Sollen die Differenzen 

mit wachsendem m beliebig klein gemacht werden können^ so muß im 
allgemeinen die Gesamtschwankung (13) selbst diese Eigenschaft haben; 
umgekehrt ist nach (12) klar, daß wenn der Grenzwert der Gesamtschwan- 
kung verschwindet, d. h. 

(14) lim 2^(^.-^.-1)^-1 = 

ist, auch 

lim(yj">— y<;">) = 

m 

sein wird. Wir setzen also für die Koeffizienten a^^ unseres Differen- 
tialsystems voraus, daß sie nebst den Bedingungen der Eindeutigkeit 
und Endlichkeit in dem Intervalle (jp . > . q) noch die folgende Bedingung 
erfüllen: Bildet man für irgendeine Teilung des Intervalls 
(|)...r), wo r<g, die Gesamtschwankung (13) der Matrix (a^J, 
so kann diese beliebig klein gemacht werden, indem man die 
Ausdehnung der einzelnen Teilintervalle (x^ — x^^^) hin- 
reichend klein und damit die Anzahl m dieser Teilintervalle 
hinreichend groß wählt. 

Diese Bedingung, die wir als Bedingung (D) bezeichnen wollen, 
erweist sich nun auch als hinreichend dafür^ daß die durch den 
Algorithmus (C) erzielten yf">, . . ., yj^> in dem oben (S. 5) ange- 
gebenen Sinne bestimmten Grenzwerten zustreben. 

Wir zeigen dies, indem wir wieder Schritt für Schritt ebenso ver- 
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fahren^ wie man bei der analogen Untersuchung in der gewöhnlichen 
Integralrechnung vorzugehen pflegt. 

Von der Teilung a:j, . . ., rc^^j, mit den Zwischen werten S^^j gehen 
wir zuvörderst zu einer Unterteilung über, indem wir jedes Intervall 
(^y-i» • . .i ^J durch die Punkte 

^t-l=' iO} El» • • •» Em-l; ^f '^ im 

weiter teilen und in jedem Intervalle (e^_i . . . j^) einen willkürlichen 
Zwischenwert i^^^j wählen. Für diese Unterteilung bilden wir den 
Algorithmus (C), wobei wir natürlich die Ausgangswerte yj^^ für Xq un- 
verändert beibehalten; die auf diese Weise für den Punkt x^ der ur- 
sprünglichen Teilung sich ergebenden Interpolationswerte mögen mit 
yii) (x «= 1, 2, . . . n) bezeichnet werden. Es handelt sich dann um die 
Vergleichung der y^^^ mit den yjf\ 
Wir setzen 

Dann haben wir den Algorithmus 

1 = 1 

a = l,2,...,m) 

für den natürlich die durch die Ungleichungen (I) und (II) dar- 
gestellten Hilfssätze gültig sind. 
Die Ungleichung (IIa) ergibt: 

XBl 

also haben wir a potiori 

n 

(15) |t)<^-')-t)f|<i^e-<'('»-'r-i)(*,-x,_,)2'l9?M- 
Nun folgt durch Addition der Gleichungen (CJ 

(16) 9?>= VT+yjih - li.x) ^ain(rn-xW-'>- 

f^ < = 1 

Es ist aber 

n n 



+ 2'«'«(''^-^)(^'''"''-9'^'"> 



* = 1 



Integtalexistenz. Interpolationsverfahren. 
aIbo, da ijo, ij^_j in dem Intervalle («,_,... «,) liegen, 



11 



(17) 






,(0)| 



<=t 



+ i^^l9/^-^'-W 



,«»l 



i=i 



Statt dieser Ungleichung können wir auch schreiben: 

<=1 < = 1 \ <-l 

WO 0;i_^ eine Größe bedeatet, deren absoluter Betrag kleiner ist als 
Eins. Mit Rücksicht aof (15) haben wir also 

wo auch I ^^_^ \ < 1. Dies in (16) eingesetzt liefert: 

oder, wenn 6 wieder eine Größe bedeutet, deren absoluter Betrag kleiner 
ist als Eins: 

9,"»>-9.<«'-(a:,-«,_,)rj'o,,(i,o)i,/»' 

*-i J 

Subtrahieren wir von dieser Gleichung die Gleichung 



isl 
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und setzen dann för 9^^">, yj^^ wieder y,W, yj^^^^\ so kommt: 

alsoy indem wir die Differenz 

u 

nach dem Muster der Ungleichung (17) umformen: 

(18) |y«-yW|<|y,<'-^)-y;'-»| + (a;,-*,_0{^-x2'ly''*"''i 



<=1 



.=1 ' 



wo wir jetzt an die Stelle von 1 \ auch 1 setzen können. 
Nun ist aber nach dem ersten Hilfssatze (Ungleich. (I)) 

wir finden also, indem wir (18) in bezug auf x von 1 bis n summieren 

xsl Xa=l 

n 

+ 2<r,_,n(a;, - a;,_,)c-''<'-i -'»>2' i */"' I 



tfsl 
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Diese Ungleichung ist von derselben Form wie die Ungleichung (a) ; es 
ergibt sich folglich nach (b): 

m 



2" I yx<""-y«'"" I <2'«"'^'""''-'^ 

also endlich 

(19) 2ly»""'-y«'"''<^"'"'*Ji'|y''*'l 



xsl 



Zufolge der Voraussetzung können wir die Intervalle {x^—ix:^^i) 
der ursprünglichen Teilung so klein wählen^ daß die Gesamtschwankung 

m 

^(a:^— ^».i)<y»,i beliebig klein wird, wir können aber durch hin- 

r = l 

reichende Verkleinerung der Intervalle ic^—x^^i auch erreichen, daß 
die Ausdrücke 

beliebig klein werden; daraus folgt aber im Sinne der Ungleichimg 
(19), daß wir durch Verkleinerung der Teilintervalle der ursprüng- 
lichen Teilimg erreichen können, daß für jede beliebige Unter- 
teilung die Differenzen {yj^^^— yj-^^^ beliebig klein ausfallen. 

Der Beweis dafür, daß sich die y^^*") in dem oben angegebenen 
Sinne bestimmten Grenzwerten annähern, wird offenbar geliefert sein, 
wenn wir folgendes zeigen können. Wir betrachten zwei Teilungen 
(erste und zweite), deren Teilintervalle sämtlich kleiner sind als eine 
kleine positive Gh*öße d, bilden für beide Teilungen, mit beliebigen 
Zwischenwerten, den Algorithmus (G) und bezeichnen die durch diesen 
Algorithmus erzielten Endwerte (d. h. die yj^^^) für die erste Teilung 
mit F^(^> für die zweite mit YJ^^\ Dann muß gezeigt werden, daß die 
Differenzen | F^(*) — YJ^^^ \ dadurch beliebig klein gemacht werden 
können, daß wir d hinreichend klein wählen. — Zu dem Ende ver- 
einigen wir die beiden Teilungen zu einer dritten, indem wir die 
Teilungspunkte beider als Teilungspunkte jener dritten Teilung an- 
sehen. Die Endwerte, die unser Algorithmus bei Zugrundelegung 
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dieser dritten Teilung und beliebiger Zwischenwerte liefert, seien YJ^*^. 
Da die dritte Teilung sowohl für die erste als auch för die zweite 
Teilung eine Unterteilung darstellt, kann d nach dem Vorhergehenden 
so klein gewählt werden, daß sowohl 

tr;»^-r/)| ab auch |r^(*)~r,w| (x=i,i.-...) 

beliebig klein ausfallen, also, da 

ist, auch so klein, daß die Differenzen | F^^*^ — YJ^^^ \ beliebig klein sind, 
was zu beweisen war. 

Es fragt sich nun, was durch den eben gelieferten Beweis der 
Existenz für die lim y^^"*) für die Integration des Differentialsystems (B) 

m 

gewonnen ist. Um diese Frage zu entscheiden, setzen wir jetzt r^x 
und betrachten x als yeranderlich. Dann werden die Gfrenzwerte der 
yj^^ zu Funktionen von Xy die wir mit 

limy;-)=y,(^) 

m 

bezeichnen wollen. Für diese Funktionen gelten nun zuvorderst die 
folgenden Bemerkungen. 

1. Wir fassen die den Funktionen (ii^{x) auferlegte Bedingung des 
Yerschwindens der Gesamtschwankung an der Ghrenze so, daß die An- 
näherung der Gesamtschwankung an die Null für das ganze Intervall 
{p " -9) gleichmäßig erfolgen soll. D. h. nach Vorschrift einer be- 
liebig kleinen Größe e soll es möglich sein, die Ausdehnung ä der 
Teilintervalle so klein zu nehmen, daß für ein jedes zwischen p und q 
gelegenes x die einer Teilung des Intervalles {jp . . .x) in Teile, die 
kleiner sind als S, entsprechende Gesamtschwankung kleiner ausfällt 
als £. Man kann zeigen, daß diese gleichmäßige Annäherung der (}e- 
samtschwankung an die Null stets statthat, wenn die Gesamtschwankung 
für jeden Punkt x des Intervalles (p . . j) sich in dem früher an- 
gegebenen Sinne der Null nähert Der Beweis wird nach denselben 
Prinzipien geliefert wie der, daß eine Funktion von Xy die für jeden 
Punkt des Intervalles (p . . • 3) stetig ist, im Innern dieses Intervalles 
auch gleichmäßig stetig sein muß*). 

Aus den Ungleichungen (19) folgt dann ohne weiteres, daß die 
yjyn) sich den Funktionen yjix) im Innern des ganzen Inter- 



*) Vgl. hierfür etwa: Dini-Lüroth-Schepp, Grundlagen nsw. (Teubner 
1892), § 41. 
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valles (p . . . g) gleichmäßig annähern. Wir können demnach die 
Funktionen y^ix) durch Reihen darstellen^ die in dem ganzen InteryaUe 
(p , . . 9) gleichmäßig konvergieren. 

2. Die Punktionen y^(a;) sind in dem Intervalle (p . . . g) 
stetig. In der Tat, seien x und x' zwei Punkte im Innern dieses 
Intervalles, x<Cx\ Wir bestimmen zuvörderst die y^^ix) mit Hilfe unseres 
Interpolationsverfahrens; und dann die y^{x')j indem wir das Intervall 
( j; . . . x) teilen und von den y^(x) als Aiifangswerten für den Punkt x 
ausgehend unseren Algorithmus herstellen. Die Endwerte im Punkte af, 
die sich bei einer Teilung des Intervalles {x . . , x) in m Teile ergeben, 
mögen mit yj<^^ bezeichnet werden. Dann kann nach 1. jede der Diffe- 
renzen y^(x') — y^^^ dem absoluten Betrage nach beliebig klein gemacht 
werden dadurch, daß man die Teile des Intervalles {x , . , x') hinreichend 
klein wählt. Femer folgt aber, wenn wir för x<^<oif 



(20) r,- yXx) = {x-- X) ^y,(x)a,,(%). 

setzen, nach (18), daß 



<=i 



(21) 



\yi'^)-Y,\<{x-x) 



<^2'iJ''(*)i+^*Ji'|y'(^)i 



L < = i 



<=1 



+ dg*if»^''-'){x'-x)'^\y,{x)\ 



i~l 



wo I 1 < 1, und 6 die Schwankung der Matrix (a^^(x)) in dem Inter- 
valle (x . . . x') bedeutet. Aus (20) und (21) folgt aber, daß 



(22) 



y,'"'- y»(«)- (*'- *)2y,W«*.(l) + ö • i 



ist, wo I ö I < 1 und L den auf der rechten Seite der Ungleichung (21) 
auftretenden Ausdruck bedeutet. Es können folglich durch Verkleine- 
rung der Differenz x' — x die Differenzen yj^^^ — y^(a;) und folglich 
auch die Differenzen yxC^O"" VxC^) ^^^ absoluten Betrage beliebig klein 
gemacht werden, wodurch die Stetigkeit des Funküonssystems y^{x) in 
dem Intervalle (l> • . . 9) erwiesen ist. 

Soll das FunktioDssystem y^C^) ^^ Differentialsystem (B) befrie- 
digen, so müssen aber die y^^ix) nicht nur stetig sondern auch differen- 
tiierbar sein. Damit dies der Fall sei, wollen wir f&r die Koeffizienten 
a|y(x) des Differentialsystems jetzt die Voraussetzung Platz greifen 
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lassen^ dafi diese Koeffizienten im Intervalle (p . . . 3) eindeutige, end- 
liche und stetige Funktionen seien. — Zunächst ist klar, daß ^ll«<^liT1n 
der Grenzwert der Gesamtschwankung der Matrix (a^J gleich Null 
ist, da zufolge der Stetigkeit die Schwankung 6^_i der Matrix (a^J in 
jedem Teilinteryalle beliebig klein gemacht werden kann, indem man 
die Ausdehnung der Teilintervalle hinreichend yerkleinert. Femer folgt 
aber aus (21), daß die Quotienten 

den Grenzwerten 

n n 

'-'1=1 <=i 

zustreben, wenn sich x' dem x unbegrenzt annähert; es ist also gezeigt, 
daß die ^^(a;) differentiierbar sind, und daß 

ist, d. h. daß die Funktionen ^^(rt;) dem Differentialsysteme (B) 
Genüge leisten. 

Wir fassen die Ergebnisse dieser Vorlesung zu dem folgenden 
Lehrsatze zusammen: 

In einem Intervalle (p . . . g), innerhalb dessen die Koeffi- 
zienten a^y(^) des homogenen, linearen Differentialsystems (B) 
eindeutige, endliche und stetige Funktionen der realen Yari- 
abeln x sind, liefert das Interpolationsverfahren ein System 
von Funktionen y^(x), die in dem bezeichneten Intervalle das 
Differentialsystem befriedigen und für x=p die willkürlich 
vorgeschriebenen Anfangswerte y^^^^ annehmen. 



Zweite Vorlesung. 

Neue Form des InterpolationBYerfahrenB. Beohnen mit Matrizen« 
IntegralmatruBeiL Derivierte Matrizen. Derivations- und Integra- 
tionaregeln für Matrizen. Adjungierte Differentialsysteme und 

Integralmatrizen . 

Wir denken uns nun n Systeme von Anfan^swerten gegeben 

(1) > 

fQr die nur die Bedingung erfüllt sein möge, daß die aus diesen 
n' Elementen gebildete Determinante 

r "\^\ 

\ (.•,x = l,2r.-,n) _^ 

einen von Null verschiedenen Wert besitzt. Durch Anwendung des in 
der vorigen Vorlesung auseinandergesetzten Verfahrens erhalten wir 
dann n Systeme von Lösungen unseres Differentialsystems. 

Der zur Bestimmung dieser Lösungssysteme dienende Algorith- 
mus (C) lautet wie folgt: 

(C) »i'j - yir " = (^.- ^.-t)2'»ir"«-i«(5»-i)' 

(i,x = l,2,- ., n; yssl,2,--,m) 

und wenn wir, wie stets im folgenden, die a^^ als stetige Funktionen 
von X im Litervalle {p . . -q) voraussetzen, so sind die in Rede stehenden 
Lösungssysteme unseres Differentialsystems durch die Grenzwerte 

(2) y,^(^)=-limy<-) 

m 

gegeben. Wir können nun durch Anwendung der üblichen Bezeich- 
nungsweisen des Matrizenkalküls die Gleichungen (C) in eine Form 
setzen, die der in der vorigen Vorlesung für den Fall n = 1 gefundenen 
ganz analog ist. Die Bezeichnungen, deren wir uns auch späterhin 
stets bedienen werden, sind die folgenden: 

Sohleiinger, lineare Differentialgleiohangen. 2 
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Bedeuten a^^, h^^ zwei Systeme von je n* Elementen, indem die 
Indizes i, x alle ganzzahligen Werte 1, 2, . . ., n durchlaufen, so ver- 
stehen wir unter der Summe der beiden Matrizen (a,J und (6,^) die 
Matrix 

und unter dem Produkt dieser beiden Matrizen die Matrix 



Ci°"''")' 



■(»..)(*,.), 



wobei jedoch im allgemeinen die Reihenfolge der Faktoren (oder Kom- 
ponenten) wesentlich ist. Offenbar ist die Determinante der Matrix 
i^ix)(^ix) gloich dem Produkte der beiden Determinanten |a,^|, l^ixl- 
Statt von dem Produkte sprechen wir auch von der aus (a^J, (ft^^) 
komponierten Matrix. Für das Produkt von mehr als zwei Fak- 
toren gilt dann offenbar das assoziative Gesetz; femer ist 

(«<x)(^x + Cix) - (a^x)(^x) + («.JC^ix)- 

Die Matrix {(xa^^, wo a irgendeine Größe bedeutet, bezeichnen 
wir auch durch cc(a{^). Femer bedeute (d^J diejenige Matrix, für 
die alle nicht in der Diagonale stehenden Elemente (d. h. also 
^® *»x^ ^^ ^ + ^) gleich Null, dagegen alle Diagonalelemente (d. h. 
also alle d^^) gleich Eins sind; da eine beliebige Matrix (a^J sowohl 
durch rechtsseitige als durch linksseitige Komposition mit (d^J nicht 
geändert wird, nennen wir (d^J die Einheitsmatrix. Die Bedeutung 
der positiven ganzzahligen Potenzen einer Matrix erhellt aus 
der Formel: 

dabei ist stets 

zu nehmen. Mit (0) bezeichnen wir diejenige Matrix, deren sämtliche 
Elemente gleich Null sind. Ist 

(«,«)(^«)-(0) 
und die Determinante der Matrix (6,J 

\hj - Det(6,J 

(»,x = 1,8, •.,»•) 

von Null verschieden, so folgt aus der Theorie der linearen Gleichun- 
gen, daß 

M -= (0) 

sein muß. 
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Bedeutet (a^J eine Matrix mit von Null verschiedener Determi- 
nante; so kann die Matrix (b^^) stets so bestimmt werden^ daß 

(^x)(0-(<5,x); 

wir setzen dann 

und nennen (6^J die zu (a^J inverse Matrix. Es ist dann oflFenbar 

und die Beziehung zwischen einer Matrix und ihrer inversen ist eine 
gegenseitige. Für die inverse einer Matrix , die aus mehreren Matrizen 
(^•x); ihx)} ' ' '9 (^»x) komponiert ist, gilt oflFenbar die Gleichung 

Wir schreiben nunmehr die Gleichungen (C) in der Form 

fi 

(3) yj;' -2^r *' («ix(i,-i) • (a^,- a:,-i) + *ix) 

oder als Eompositionsgleichung von Matrizen in der Form 

(4) m = («/<;- ')(«,,(i.-x) • K - ^,-i) + *,«)» 

die der Gleichung (5) der vorigen Vorlesung ganz analog ist. 

Ebenso wie dort können wir nun durch Komposition (oder Mul- 
tiplikation) die Zwischenmatrizen 

(y(^)) (v= 1. «,..., m-l) 

eliminieren und erhalten 

oder in symbolischer Gestalt (vgl. fOr n — 1 die Formel (6) der ersten 
Vorlesung) 

(5) «:>) - (yi»;)i7(«'«(s-i) • (^'- ^-i) + **«)• 

1=1,8. • ,m 

Wir führen nun für die Grenzwerte dieser y^^^ beziehungsweise 
für die aus diesen Grenzwerten gebildete Matrix eine stehende Be- 
zeichnung ein. 

Der Algorithmus (C) beziehe sich auf das Intervall mit dem An- 
fangswerte p =^ Xq und dem End werte r =» a:^, wo 

p<r<q', 
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wir nehmen jetzt ferner die An&ngswerte y|^) so, daß ihre Matrix die 
Einheitamatrix darstellt, also 

dann möge die Matrix der Grenzwerte 

r 

(«^ Um /7 («<«f5,_,)(ir,- *^,) ^ d,,) "Ji a,.0-)dx -t- a,,) 

gesetzt werden. Diese Bezeichnung ist so gewählt, daß sie sich so 
eng als möglich an das Zeichen for das gewohnliche Integral zwischen 
den Grenzen p nnd r 

lim^ a{'^_i)(x^— x^_j) = I a(x)dx 

« i^ ; ^ ' • 

anschließt^ sie soll femer an den Anfangsbuchstaben des Wortes 
Produkt ebenso erinnern, wie das gewöhnliche Integralzeichen an den 
des Wortes Summe. Gelesen wird das durch (a) eingeführte Zeichen: 
^^Integralmatrix von p bis r^. 

Ffir die Existenz der Integralmatrix (a) ist zwar, wie wir wissen, 
die Stetigkeit der a^Jx) nicht erforderlich, gleichwohl setzen wir im 
folgenden die a..,(z) stets als im Interralle (p . . . $) stetig voraus, da 
die weitere Voraussetzung des Verschwindens der Gesamtschwankung 
an der Grenze f&r die Zwecke, die wir im Auge haben, nicht ausreicht. 

Setzen wir r ■= x, und betrachten wir j: als im Interralle (/>.-. g) 
yeranderlich, so stellt die Integralmatrix 



{riJ.x))^J{a,,{x)dx + t},J 



eine Matrix von Funktionen von x dar, die die folgenden Eigenschaften 
besitzt Die Funktionen einer Zeile, d. h. diejenigen, for die der 
erste Index i einen festen Wert besitzt, befriedigen das Differential- 
system (B) und nehmen f&r x » p die Werte d^^ an, d. h. es ist 



(6) ^S^^^n,,{z)a,Xx), 

(',«=1, ,») 

(7) li.» = <»*.. 



Die Determinante der Matrix (ri^J^x)) ist nicht identisch gleich 
Null, da sie sich doch f&r x ^ p auf die Determinante der Einheits- 
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matrix (d^J d. h. auf Eins reduziert. Wir behaupten aber, daß diese 
Determinante \rji^{x)\ für keinen Wert x des ganzen Stetig- 
keitsintervalles (p . . . j) der Funktionen a^^(a:) verschwinden 
kann. In der Tat ist nach den Regeb fOr die Dijfferentiation einer 
Determinante 



dx 



dx 


Vif 


dx 


i?»»- 



Vi. 



nnn 



+ 



^11 -dx • 


•nm 


• 


• 


''»» dx 


■Vnn 



l^^ll^« • 



^\n 



+ ••• + 






dx 
dri 

*n n 

dx 



also, wenn wir für die Derivierten -j^ ihre Werte aus (6) einsetzen, 



±4 

dx 
hieraus ergibt sich aber 



'■(aii + "- + %n)\Vi.\] 



WO C eine Integrationskonstante bedeutet, die sich, indem man für x 
den Spezialwert p einsetzt, gleich Eins ergibt. 
Wir haben also 



(8) 






und aus dieser von Jacobi*) herrührenden Gleichung geht ohne 
weiteres hervor, daß die Determinante \rj^J einen von Null verschie- 
denen Wert besitzt, solange die Funktion Oji + • • • + a^^ endlich 
und stetig ist, also jedenfalls in dem Stetigkeitsintervalle ( p . . . q). 

Auf Grund dieser Bemerkung können wir für jeden Wert von x, 
der dem Intervalle (j> - - -q) angehört, zu der Matrix (i^^ J die inverse 
Matrix bilden. Schreiben wir die Gleichungen (6) in der Form einer 
Kompositionsgleichung 



•) Jacobis Werke, Bd. IV, S. 408. 
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80 ist folglich^ indem wir beiderseits mit (rj^j^ix))"^ von links her kom- 
ponieren, 

(10) ^a,M^{r},,<x))-^{-'l^^); 

wir haben demnach die Koeffizienten unseres Differential- 
systems durch dien Lösungssysteme rj^^ und ihre Derivierten 
dargestellt. 

Dieses Ergebnis zeigt, daß die Matrix (i^^J in gewissem Sinne 
den gesamten Inhalt des Differentialsystems (B) erschöpft. Diese 
Tatsache wird auch durch den folgenden Satz in Evidenz gesetzt. 

Bedeutet (v^J eine Matrix, von der jede Zeile ein Lö- 
sungssystem des Differentialsystems darstellt, so ist 

(11) (f,x) = (<',«)('?,.), 

wo (c^J eine konstante Matrix*) ist. 

Zum Beweise dieses Satzes denken wir uns die Matrix (c^ J durch 
die Gleichung (11) definiert, was mit Rücksicht darauf, daß die Deter- 
minante \ri^^\ in dem Intervalle (p . . . }) nicht verschwindet, durch die 
Formel 

auf eindeutige Weise geleistet wird. Durch Differentiation folgt aus (11) 



fö)-(fe)('.j+(o(i-), 



und da nach Voraussetzung 

ist, so haben wir weiter: 

(»u)Kx)= (-2') ('?*«) +('^u)(.Vi.){aul 
also mit Rücksicht auf (11) 

fe) ta.) - (0). 



( 



*) D. h. eine Matrix, deren sämtliche n' Elemente Eonstanten sind. 
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und; da l^^l + ^ ^^f 

de 

dx ^' 

die c^^ sind also in der Tat Eonstanten. 

umgekehrt liefert die linksseitige Komposition von (i^^ J mit einer 
willkürlichen konstanten Matrix (y^^) offenbar eine Matrix, fUr die jede 
Zeile ein Lösungssystem des Differentialsystems (B) darstellt. — Daraus 
folgt zunächst; wenn wir alle Zeilen der Matrix (t;^ J miteinander gleich 
annehmen: 

Das allgemeinste Lösungssystem des Differentialsystems 
(B) wird durch die Ausdrücke 



gegeben, wo die Ci,..., c„ willkürliche (Integrations-)Kon- 
stanten bedeuten. 

Wir sagen von n Lösungssystemen 

unseres Differentialsystems, daß sie eine Integralmatrix bilden, wenn 
die Determinante 

(.•,x=:l,2,...,n) 

wenigstens für einen Wert von x einen von Null verschiedenen Wert 
besitzt. — Da in diesem Falle 

(y<x) - iPu){ni^) 

sein muß; wo (c^J eine konstante Matrix bedeutet; so folgt; daß die 
Determinante \c^^\ nicht verschwindet; uud damit ist gezeigt; daß die 
Determinante der Integralmatrix (y^^) in dem ganzen Stetigkeitsinter- 
valle (p . . . 3') der Koeffizienten a^^ von Null verschieden ist. Offenbar 
ist nach (8) 

X 

(12) ly^l-kJ-«' 

Die c^^ sind, wie man sofort erkennt, nichts anderes als die Werte 
der y^^ im Pimkte a? =-|); wenn wir also in der Gleichung (5) 

"ix in 

nehmen, so sind die y^^ durch die Gleichungen 
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gegeben. Wir können folglich jede Integralmatrix darch das 
Interpolationsyerfahren erzeugen. 

Die Definition einer Integralmatrix kann auch so gefaßt werden, 
daß die n Lösungssjsteme yn, . . .; Pi^ dann und nur dann eine Integral- 
matrix konstituieren, wenn zwischen ihren Elementen keine homogene 
lineare Relation mit konstanten Koeffizienten 

(13) c,y,,+ c^y,,+ • • • + c^y,^- (*=i,«,-...«.) 

besteht; d. h. wenn aus dem Bestehen der Gleichungen (13) und der 
Tatsache, daß die (^y , . .,c^ von x unabhängig sind, mit Notwendigkeit 
folgt, daß Cj =•••=- c^ = ist. In der Tat ist zuvörderst evident, 
daß, wenn die y^^ eine Integralmatrix konstituieren, d. h. wenn |y<xl + 
ist, aus dem Bestehen der Gleichungen (13) 







folgt. Wir haben also nur noch zu zeigen, daß das Verschwinden der 
Determinante |y,.^| das Bestehen von Relationen der Form (13) mit 
konstanten und nicht sämtlich verschwindenden c^, , , .yC^ nach sich 
zieht. Zu dem Ende denken wir uns die Relationen (13) angesetzt. 
Dann folgt aus der Theorie der linearen Gleichungen, daß Systeme 
von nicht sämtlich verschwindenden c^, . . ., c, vorhanden sind, für die 
jene Gleichungen galten; es handelt sich also nur darum, zu zeigen, 
daß diese c^, . . .^c^ als von x unabhängige Größen gewählt werden, 
können. Durch Differentiation der Gleichungen (13) folgt: 

dy^ dy dc^ de 

also mit Rücksicht auf die Tatsache, daß die y^^ dem Differential- 
Systeme (B) Genüge leisten: 

H n H 

d. h. aber zufolge der Gleichungen (13) 

Wenn also die c^, . . ., c, ein Lösungssystem der Gleichungen (13) 
bilden, so gilt das gleiche für ihre Derivierten •^, * "j-j^- Es möge 
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nun von den Subdeterminanten (n— • 1)*" Ordnung der Determinante | y^^ \ 
wenigstens eine von Null verschieden sein; dann folgt aus dem gleich- 
zeitigen Bestehen der Gleichungen (13) und (14); daß 

dCj _ dCn 

so daß die Verhältnisse der ^i; . . .; c^ sich von x unabhängig erweisen. 
Sind allgemein in der Determinante |y,.y{ noch alle Subdeterminanten 
der Ordnung n — r + 1 gleich Null, von den Subdeterminanten (n — r)^^ 
Ordnung jedoch mindestens eine von Null verschieden, ist also, wie 
man zu sagen pflegt, die Matrix (y,- J vom Range n--r, so folgt 
ebenso die Existenz von genau r voneinander unabhängigen 
linearen Beziehungen der Form (13) mit konstanten und nicht sämt- 
lich verschwindenden c^, . . ., c^. 

Ähnlich den Gleichungen (9), (10) für die Integralmatrix 

X 

P 

bestehen fQr jede beliebige Integralmatrix 

(yj-(0(^ix) 

die Gleichungen 

(15) (^||^)-(y,J(«.J, 

(16) («,,)- (y,«)-^(^')- 

Wir bezeichnen nun — analog dem Zeichen fOr das unbestimmte 
Integral der gewöhnlichen Integralrechnung — die willkürliche oder 
allgemeine Integralmatrix (y^J mit 

(17) (yj -/(«,« rf^ + *J, 

SO daß 

X 

(18) /(«,, dx + d,,) - (c, J J(a,, dx + *, J 

ist, wo (C| J eine willkürliche konstante Matrix mit nicht verschwindender 
Determinante bedeutet. Femer führen wir für die Operation, durch 
die nach (16) die Eoeffizientenmatrix (a^ J aus der Integralmatrix (y, J 
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hervorgeht; ein dem Derirationszeichen der gewohnlichen Infinitesimal- 
rechnung analoges Symbol ein^ indem wir 

(19) (i^J-^(^£')--D.(yJ 

setzen (zu lesen: derivierte Matrix in bezug auf x)*) Dieses 
Symbol kann für irgendeine Matrix differentiierbarer Funktionen mit 
nicht yerschwindender Determinante (y<x(^)) definiert werden. Wir er- 
halten also auf diese Weise einen Infinitesimalkalkül der Matrizen 
von n* Funktionen**), der durch seine Analogie mit dem gewöhnlichen 
Infinitesimalkalkül ein heuristisches Hilfsmittel von nicht zu unter- 
schätzender Bedeutung fär die Theorie der linearen Differentialgleichungen 
liefert. Wir wollen nun zuvörderst die wichtigsten Rechnungsregeln 
zusammenstellen, die sich für die beiden eingeführten Symbole aus den 
bisherigen Untersuchungen ergeben. 

L Derivationsregeln. 

Bedeutet (y^J eine Matrix differentiierbarer Funktionen mit nicht 
verschwindender Determinante und ist 

(20) i),(yJ-(y.J-Mjj!;'') = (aJ, 

SO hat man, wenn die Differentiale dx, dy^ in üblicher Weise ver- 
standen werden, 

(I) (yj-'idy,, + Vi.) = (fliJ'e + *,x) • 

Bedeutet {a^^ eine konstante Matrix mit nicht verschwindender 
Determinante, so ist 

(H) -D,(«.x)(y*x)--ö.(y,.), 

(HI) ^,(«J = (0)- 

Es sei {Jß^^ eine Matrix differentiierbarer Fimktionen mit nicht 
verschwindender Determinante, dann folgt aus der Definition des 
Derivationszeichens 2), die Formel 

(IV) i),[(y,«) (P,J] - {jPu)-'-D.{yJ ■ (P, J + D,(P, J 

*) Für M s= 1 entspricht dieses Zeichen der logarithmischen Derivierten einer 
Funktion y, 

idlogy 
dx 

^ Einen solchen Kalkül hat zuerst Y. Yolterra in den Memorie della 
Societä Italiana delle Scienze (detta dei XL), 1889, 1899 aufgestellt. 
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und fär die konstante Matrix {a^^ insbesondere 

00 i)J(y,«)(«,x)] - («,.)-*--D,(y*x) •(«*«)• 

Zu einer wichtigen Formel führt die Betrachtung der zu (y^J in- 
versen Matrix 

Es ist zufolge der Definition der inversen Matrix 

n 
(21) ^Y..y.X-Kx' (x,a-l,2.....n) 



Durch Differentiation nach x folgt 

' dx ^ ^ 

also, wenn wir beachten^ daß 



^^*^~^ + ^ ""dF^y»^""^' 



dx -^yi'iu^i 

.u = l 

ist, 

und mit Rücksicht auf (21) 
d. h. in anderen Zeichen: 

c««^)--('-^)(j'«^) 

oder 

(22) (««.)(y,.)-'- (««.Hy-x.) — (^) 

Setzen wir also 

(23) ( '''^^^^''' 

so haben wir nach (22) 

"5^ =" ~ ^ ^xy ^vX — ^ ^ily^yx* 

Vssl »-=1 

d. h. es ist 

^,(0 = (&,«)- 
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Während also {y^^ eine Integralmatrix des Differentialsystems 

darstellt, bildet (^er^J eine Integralmatrix des Differentialsystems 

dz ■^n 

Dabei ist im Sinne von (23) die Koeffizientenmatrix von (ß) ans 
der Koeffizientenmatrix von (a) durch Multiplikation mit — 1 und 
Transposition'^) entstanden^ während die Integralmatrix (jer^J von (ß) 
die transponierte der inversen der Integralmatrix (y^^ von (a) ist. 
Offenbar ist die Beziehung zwischen (a^J, {b^^) einerseits, sowohl wie 
die zwischen (yt^), (z^^) andrerseits eine gegenseitige. Man nennt 
die DifferentiaLsysteme (a), (ß) und ebenso auch die Integralmatrizen 
(tfix)? i^ix) einander adjungiert. Wir werden auf die Theorie der 
adjungierten Systeme noch zurückzukommen haben; fßrs erste merken 
wir die aus (22) folgende Derivationsformel an: 

(VI) D^yJ-'- - (y,J-^,(yuV(y.-x)-S 

die sich übrigens auch aus (IV) ergibt, indem man (p^ J =- (y<x)~^ setzt. 

n. Integrationsregeln. 

Es bedeute (a^J eine Matrix eindeutiger, endlicher und stetiger 
Funktionen. Es sei 

X 

(%x) - J i<^iJ^ + *^x)» p<x<q. 
p 
Dann folgt zunächst aus der Definition des Integrationssymbols, daß, 
wenn r, 5 zwei Größen bedeuten, für die 

p<r<s<q 
ist, die Gleichung besteht: 

• r « 

(Vn) f(a,Jx + SJ ^J{a,Jx + 8J -Jia.Jx + d, J . 



*) D. h. YertaaBchimg der beiden Indizes, oder VertauBchang von Zeilen 
und Kolonnen. 
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Bedeutet (y,.J eine Matrix diflferentiierbarer Funktionen mit nicht 
verschwindender Determinante, für die 

ist, so folgt aus den Erörterungen dieser Vorlesung, daß 

(24) iyi,) = {cu)(%.) 

ist, WO (c^ J eine konstante Matrix nichtverschwindender Determinante 
bedeutet. Dieser Satz kann als der Fundamentalsatz des Kalküls 
der Integralmatrizen bezeichnet werden. Eine unmittelbare Folge 
dieses Satzes ist, daß eine Integralmatrix des Differential- 
systems (B) durch die Matrix ihrer Anfangswerte eindeutig 
bestimmt wird. 

Als einfachen speziellen Fall merken wir die Formel an: 

X 

(vni) /(0dx + <JJ-(O- 

P 
Wir betrachten nun eine Integralmatrix, deren untere Grenze r 
großer ist als die obere Grenze p, und definieren: 

p 

(25) /(«.-.dir + dj = lim [J{a,, (!,_,) {x,_, - x;) + (J, J , 

r »ssm,m— 1, •••, 1 

WO die Reihenfolge der Zahlenwerte von v am Fuße des Produkt- 
zeichens die Reihenfolge der Faktoren des symbolischen Produktes an- 
zeigt, und im übrigen die in der ersten Vorlesung benutzten Bezeich- 
nungen beibehalten worden sind. — Setzen wir 

(i?j-'-(i';-«), 

so ist nach Gleichung (22) 



(^)=-(0(rj; 



indem wir auf diese Gleichung das Interpolationsverfahren anwenden, 
erhalten wir 

WO 
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zu nehmen ist. Wir haben demnach 

also 

Nun ist aber 

d. h. gleich dem Werte der Punktion Y^^ im Punkte x = r, also finden 
wir, da 



-1 



ist, aus der Definitionsgleichung (25) die wichtige Formel 

(IX) f{a,,dx + (J,J ^ J(a,,da: + dj 

Wir bemerken, daß diese Formel auch direkt aus der Definition 
der Integralmatrizen bewiesen werden kann, so daß für die Gültigkeit 
von (IX) — ebenso wie für die Gültigkeit von (VII) — das Ver- 
schwinden des Grenzwertes der Gesamtschwankung von (a^^ hin- 
reichend ist. 

Aus (IX) folgt, daß die Formel (VII) auch dann gültig bleibt, 
wenn jp, r, s irgendwelche Punkte des Stetigkeitsintervalles der 
Funktionen a^^ bedeuten. 

Für die Matrix (y,^) folgt, indem wir in (24) für x den Wert p 
einsetzen, 

(y<x(p))--(0, 

und indem wir jetzt in derselben Gleichung (24) für x den Wert r 
setzen, finden wir die Formel: 

r 

(X) /(a,x<i^ + <JiJ="(y*x(p))-'(y*x('-))- 

V 

Bedeutet endlich (6,^) eine Matrix dififerentiierbarer Funktionen mit nicht 
verschwindender Determinante, so ist nach der Derivationsformel (IV) 
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also folgt aas (X) 

r 

/[((^«)-'-D«(y.-.)-(^«)+2).(^x))da:+(J,J-(6,.(p))-»(y,«(p))-%,«(r))(^«(r)). 

P 

Setzen wir 
SO ist 

wir finden also die Formel 

r 

p 

r 
P 

die in gewissem Sinne der partiellen Integrationsformel der gewöhn- 
lichen Integralrechnung an die Seite zu stellen ist. 
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Multiplikatoren. Weiteres über adjungierte Systeme. Integration 

der kompletten Systeme. Methode der sukzessiven Approximationen. 

Neuer Existenzbeweis und Darstellung für eine Integralmatrix. 

Kurze Bemerkung über den Fall einer komplexen Variabein. 

Wir haben in der vorigen Vorlesung bei Gelegenheit der Deriva- 
tionsformel für die Inverse einer gegebenen Matrix das adjungierte 
Difierentialsystem definiert. Um einige weitere Eigenschaften adjungierter 
Differentialsysteme herzuleiten, Eigenschafken, deren wir für unsere 
folgenden Untersuchungen bedürfen, wollen wir das adjungierte System 
durch eine Fragestellung zu gewinnen suchen, die in der historischen 
Entwicklung zur Auffindung dieses Systems geführt hat. 

Wir schreiben das homogene lineare Differentialsystem 

^^x ^ ., ^ 

— ^ " ^ (x = l,2,. ,11) 



(B) t=2y^^^ 



in der Form 



(1) dy^^dx 



y^yi<^x^-^, 



und fragen, nach dem Vorgange von Lagrange und Jacobi, ob sich 
ein System von n Funktionen f*i, . • ., f*« ^^ angeben läßt, daß der 
Ausdruck 



(2) 






wird, wo Z eine Funktion von x^ yi, . . ., y„ bedeutet. Falls solche 
Funktionen existieren, so werden sie als Multiplikatoren zu be- 
zeichnen sein, ähnlich, wie man für einen Differentialausdruck von der 
Form Tdx + Qdy eine Funktion M einen Multiplikator nennt (Euler), 
wenn M(Pdx + Qdy) gleich dem totalen Differential einer Funktion 
von X und y wird. 
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Wenn die Gleichung (2) besteht, so kann der Ausdruck 

durch partielle Integration umgeformt werden. Es ist nämlich 

Ji^x^yn = /*«y, -Jy» ^i^» , 

der Ausdruck (3) wird also 

/ ^(^'[^yx-^'^^yx'^X') 

Vertauschen wir in der Doppelsumme rechter Hand die Summations- 
indizes Xy k miteinander^ so haben wir 

/ ^ ^^^^yn-d^2yx<^xn\ 

x = l t/ x = l \ Jl = l / 

und hieraus folgt durch Differentiation die Gleichung: 

(4) 2\(^x\dy^-d^^yx(^xxj + y^ydi^^+dxy^a,^^^^ 

n 

= ^2^/*xyx; 
x = l 

die wir als Identität yon Lagrange bezeichnen wollen. 
Wenn wir die Funktionen ft^ so wählen^ daß 

n 

(5) dii^+dx^a^j,(ij,^0 

ist; so haben wir nach (4) 

Sohlefinger, lineare DifferentiAlgleiohangen. 8 
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die 80 gewählten ft^ sind demnach Multiplikatoren, indem die Gleichung* 

(2) far 

n 
x = l 

erfüllt wird. Die Gleichungen (5) besagen aber nichts anderes, als 
daß fii, . . ., ft, ein Lösungssystem des zu (B) adjungierten Differential- 
systems 

(B) ^ y^a.X^X (x«l,2.- -.n) 

(vgL iß) der vorigen Vorlesung, wo 

gesetzt wurde) bilden. Die Existenz eines Systems von Multiplikatoren 
für das Differentialsystem kann also als erwiesen gelten. Auch folgt 
aus der Identität yon Lagrange ohne weiteres, daß ein Löaungs- 
system von (B) auch umgekehrt ein System von Multiplikatoren far 
das System (B) liefert; überhaupt läßt der in bezug auf (B) und (B) 
völlig symmetrische Bau der Identität (4) die Gegenseitigkeit in der 
Beziehung zwischen adjungierten Differentialsystemen hervortreten. 

Das Differentialsystem (B) ist dann und nur dann mit seinem 
adjungierten Systeme identisch, wenn die Eoeffizientenmatrix (a^^) die 
Eigenschaft 

besitzt. Solche sich selbst adjungierte Systeme spielen namentlicli 
in der Variationsrechnung eine Rolle. 

Es sei (y^ J eine Integralmatrix von (B), und 

dann ist, wie wir in der zweiten Vorlesung gezeigt haben, die trans- 
ponierte Matrix von (l^J, d. h. also die Matrix (jP^J, wo 

eine Integralmatrix von (B). Setzen wir 
so haben wir 
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n H 

(6) ' . 

Aus diesen beiden Gleichungssjstemen folgt ohne weiteres^ daß 

d. h. also, daß auch (y^J aus der inversen Matrix von (js^^ durch 
Transposition hervorgeht. Den Relationen (6) stellen wir (vgl. die 
61. (21) der zweiten Vorlesung) noch die folgenden zur Seite: 

n 



Z = l 



Sin- 



n 

Setzen wir in der Identität tod Lagrange ^s^, an die Stelle Ton 
/*x> 80 folgt: 

n / n \ n 

x-l \ X^l / x = l 

also durch Integration 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit y^^ und summieren dann in 
bezug auf i= 1, 2, . . ., n, so kommt 

also mit Rücksicht auf (7) 

(8) ^y.^.x-y.-^yi. 1 2^in\dy^-dx^yj,aA', 

diese Gleichungen sind Identitäten, indem sie für jedes beliebige 
Funktionssystem yu-^-^y^ gelten. 

8* 
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Wir machen nun eine Anwendung dieser Identitäten auf die Inte- 
gration des komp letten Diff©i:ft.atialayatLfimj 

1- -^^^ .J 

Setzen wir nämlich in (8) für ^i, . . , y, ein Lösungssystem f^i, . • ., w, 
des kompletten Differentialsystems (A) ein, so ergibt sich für dieses 
Lösimgssystem die Darstellung 

r ' ' /» - • 

das allgemeine Lösungssystem des kompletten Systems (A) kann also, 
wenn eine Integralmatrix {y^^) des reduzierten Systems (B) bekannt 
ist, durch Quadraturen erhalten werden. 

Wir betrachten vorläufig die a^^ sowohl wie die fjt(jxi) wie bisher 
als eindeutige, endliche und stetige Funktionen der realen Variabein x 
in dem Intervalle (p . . • ^). Bedeutet dann x^^ irgendeinen festen 
Punkt dieses Intervalles und x einen veränderlichen Punkt desselben 
Intervalles, so hat das Lösungssystem 



ax 



u /T» n 

(9a) «, =- 2 ^'» / 2* ^'«^'■(*)'' 

1 = 1 •_/ X s= 1 

des kompletten Systems die Eigenschaft, daß alle ti^, . . ., m^ für x-^x^ 
verschwinden. Wir nennen dieses Lösungssystem, nach Fuchs, das 
zum Punkte x =^ Xq gehörige Hauptsystem; es ist offenbar durcli die 
betonte Eigenschaft eindeutig charakterisiert. Das allgemeine Lösungs- 
system von (A) kann dann in der Form 

n 

t=i 

dargestellt werden, wo die Ci,...,c„ willkürliche Eonstanten bedeuten. 



Das in der ersten Vorlesung entwickelte Interpolationsverfahren 
hat uns, wie in derselben Vorlesung hervorgehoben wurde, eine in dem 
ganzen Stetigkeitsintervalle gleichmäßig konvergente Darstellung des 
durch die Anfangswerte y/^>, . . ., y„W im Punkte x ^ p fixierten 
Lösungssystems des homogenen Differentialsystems (B) geliefert. Wir 
wollen jetzt ein anderes Verfahren entwickeln, das ebenfalls zu einer 
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solchen Darstellung führen wird und zugleich einen neuen Existenz- 
beweis fär die Lösungen linearer DifiFerentialsysteme liefert. Dieses 
Verfahren, das als das der sukzessiven Approximationen bezeichnet 
werden kann, wurde für den Fall einer linearen Differentialgleichung 
n**' Ordnung zuerst von Caqu^ (1864) und Fuchs (1870) angegeben, 
für ein System von n linearen Differentialgleichungen erster Ordnung 
hat Peano (1887) eine spezielle Form dieses Verfahrens entwickelt. 

Wir denken uns die Koeffizienten a^^ des homogenen Systems (B) 
auf irgendeine Weise als Summen von je zwei Funktionen geschrieben: 

(10) «,x- «.-.+ /?«. • 

Die «{, können ganz willkQrlich als stetige Funktionen Ton x gewählt 
werden; man wird die Wahl nur so zu treffen haben, daß f&r das 
Differentialsjstem 

(11) -^-^»X^'^'^ln (» = 1.V-.-) 

das zu gewissen Anfangswerten gehörige Lösungssystem als bekannt 
angesehen werden kann, oder, wenn es sich um den Existenzbeweis fQr 
die Lösungen des Differentialsystems (B) handelt, wenigstens so, daß 
für das System (11) die Existenz der Lösungen feststeht. Beides ist 
offenbar der Fall, wenn wir 

wählen, ein Fall, der weiter unten noch besonders erörtert werden soll. 
Es möge sich um die Darstellung — bezw. um den Nachweis der 
Existenz — desjenigen Lösungssystems t/i, . . ., y^ von (B) handeln, das 
im Punkte x ^ Xq die Anfangswerte 

besitzt. Dann sei u^^^\ . . ., uj^^^ dasjenige Lösungssystem des Differen- 
tialsystems (11); das sich für x ^ Xq auf dieselben Anfangswerte 

«iW =,„... ,«„(«)-,, 
reduziert. Wir setzen dann 

(12) y,= t*/^ + f«<«^ 

so daß 

ist. Hieraus ergibt sich für die Funktionen vj^^ das Differentialsystem 
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Da die v^^^\ . . ., vj^^ im Punkte x =^ x^ verschwinden, so bilden diese 
Funktionen das zum Punkte x ^ Xq gehörige Hauptsystem des kom- 
pletten Systems (13). 

Es sei nun u^^^\ . . ., uj^^^ das zum Punkte x =-> Xq gehörige Haupi- 
system des kompletten Systems 

a = i ^1 

wir setzen dann 

wodurch sich für die v^^^\ . . ., t;^^") das Differentialsystem 

ergibt, und zwar konstituiert vj^\ . . ., vj^^^ offenbar das zu j: = Xq ge- 
hörige Hauptsystem yon (15). Das so begonnene VerfiEdiren setzen 
wir nun fori Es sei 

das za X = x^ gehörige Haaptsystem des DifCerentialsystems 

und femer 

das zu X = Xq gehörige Hanptsystem des Systems 

dann ist für jeden positiven ganzzahligen Wert von v 

(18) y^= w/)+ u/)+ . . . + M^('')+ t?,<''). (x = l.S.-..,») 

Wir wollen nun v ins unendliche wachsen lassen und zuvörderst 
die Konvergenz der unendlichen Reihen 

u,W + u/) H in inf . 

untersuchen. Zu diesem Ende müssen wir die expliziten Ausdrücke 
für die u^^") und t?^(''> herstellen, was mit Hilfe der oben abgeleiteten 
Formeln für die Hauptsysteme ohne Schwierigkeit geschehen kann. 
Wir setzen 

(19) y:ßuux''-'^-F^''-'K^). (.=i...>.-., 



^^,,«,<-«-F/-^)(a;). 
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Dann bilden also die uj^*^ das zu x ^^ Xq gehörige Hauptsjstem des 
Differentialsystems (16) oder 

(16a) ^-J'«.««.<'>+^;'-"(*); 

wir erhalten demnach znfolge der Formel (9a) die Darstellung 

X 
So 

wenn wir mit (u/^^) eine Integralmatrix des homogenen Differential- 
systems (11), mit {yo\^)) die zu (m/J) adjungierte Matrix bezeichnen. 
Setzen wir femer 

(mW)-»-(d;w), üw-<), 

80 ist 

X 

(20) «w -2'«5« /IS" vf}n'-'\^)i^- 






Nun haben wir nach (19) 
also mit Rücksicht auf (20) 

(21) F,(^){x)~^^^ß,X!> fm:m'-'K^)d^> 

X i ti J 

«0 

wo die Summationen in bezug auf l^ i, [i auf die Zahlwerte 1, . . .^ n 
auszudehnen sind. Die Formeln (21) dienen zur rekursiyen Berechnung 
der F^^^'^x). 

Die vj^^ bestimmen sich als das zu Xq gehörige Hauptsystem des 
Differentifdsystems (17) beziehungsweise 

durch die Formeln 



(22) 






40 Dzitte YoileBimg. 

wo (y^J eine Integralmatrix des Differentiakystems (B) bedeutet nnd 

ist. Wir stellen die Aufgabe, mit der wir uns beschäftigen, jetzt in der 
Form, daß es sieb nicht um die Herstellung eines Integralsystems 
Vu - "? Vn ^^^ (^); °^^ ^®° Anfangswerten ly^, . . ., iy^, sondern gleich 
um die Herstellung derjenigen Integralmatrix 

«0 

handeln soll, die sich für x^x^ auf die Einheitsmatrix (d^^) reduziert. — 
Es bedeute dann (w/J^) diejenige Integralmatrix des Systems (11), die 
sich für x^ Xq auf (d^ J reduziert, also 

X 

dann haben wir nach dem Vorhergehenden den folgenden Algorithmus: 

X 

X 

Xo 

X 

Um diesen Algorithmus in eine leichter zu übersehende Form setzen 
zu können, führen wir die folgende Bezeichnung ein. Wenn (9|,e(a?)) 
eine Matrix stetiger Funktionen von x bedeutet, so möge 

*) Für die spezielle Wahl «^^ = 0, ist also einfach 
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[J^iM d^j -fi^i^i^)) dx 



gesetzt werden. — Ferner wollen wir in den in unserem Algorithmus 
auftretenden bestimmten Integralen die Integrationsyariable statt mit x 
mit t bezeichnen und dann die vor den Integralzeichen stehenden^ von x 
abhängigen Faktoren unter die Integralzeichen bringen. Wir erhalten 
dann die folgenden übersichtlichen Formeln: 

(I) (^^>W)-(«lll')(A,), 

X 

X 

(m) («(;)) ^J\F^:-mmmwM)ät> 

X 

(IV) W;0 =JiFi'jmYiM(yiMdt. 

Wir führen die Konvergenzuntersuchung zunächst unter der Vor- 
aussetzung, daß die a,-^, a^^, ß^^ in dem Interyalle (l> . . . $) eindeutige, 
endliche und stetige Funktionen der realen Variabeln x sind. — Zwei 
einfache Hilfssätze über Matrizen müssen wir vorausschicken. 

Es seien (a<J, (ßi^) zwei Matrizen, für die 

mod cc,^£M, mod ßi^£N. *) 
Femer sei die Determinante der Matrix (a^J so beschaffen, daß 

mod |a<xl > ^• 

Bezeichnen wir dann die Elemente der zu {a^^) inversen Matrix 
(a^J~^ mit a^J, so ist 

(«) mod a,^ < ^ 



rn-l 



und für die Elemente der aus («^ J, (ftj komponierten Matrix bestehen 
die Ungleichungen 

(ß) mod^aaß,,<nMK 

^ Die tfix» ßix können reale oder beliebige komplexe Größen sein; mn eine 
Kollision mit der Determinantenbezeichnong |afx| zn vermeiden, schreiben wir 
hier für den absoluten Betrag einer GrOße a in Canchy scher Weise moda. 
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Es sei nun in dem Intervalle (j> . . .q) 

moduW<J[f, mod|u|«;|>A, 

mod^,,<J^; 
dann ist nach (a) 

und nach (ß) (vgl. die Formel (I)) 

mod F/J) < nMN. 
Die Formel (II) ergibt somit für v «= 1 

mod j;(J> < Tn». nJifJV - (^-^)^^ J[f • 2V • mod rf<, 
also, wenn wir die Länge des Integrationsintervalles 

X 

j mod dt^ s 



setzen. 



mod JlV < nMN • !^ ZziL: j[f «jv 



Ebenso folgt aus (U) für i/ = 2 

mod Fi^ < nMN-'''^p^ M^N • n» (!Lzil)^ 



A 



also 



MN ' 

Xo 



X 

' jsds, 



und durch vollständige Induktion finden wir ebenso allgemein 
(23) mod FW < nMN (!^!('Lz:^i^!^)' l! . 

Hieraus folgt die unbedingte Konvergenz der Reihen 

PC 



(i,x = l,2,--,«) 
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für jeden Punkt x des Stetigkeitsintervalles {p . » »q)j jene Reihen 
sind aber innerhalb dieses Interralles auch gleichmäßig konvergent, 
da in den für mod F^l^ gefundenen Ungleichungen (23) die von x ab- 
hangige Größe s offenbar durch die von x unabhängige Größe 

ersetzt werden kann. 

Komponieren wir die Matrix 

OP 

HO) 



OD \ OP 



von rechts her mit (J!7|5(0)(«*i5(^)) ^^^ integrieren dann die gleich- 
mäßig konvergenten Reihen, die die Elemente der so entstehenden 
Matrix ausmachen, gliedweise von x^ bis Xy so erhalten wir nach (IQ) 
die Matrix 



(!*)• 



deren Elemente folglioli ebenfalls innerhalb des Stetigkeitsintervalles 
(p . . .q) gleichmäßig konvergente Beiben sind. 

Da 

(^) -fiP\:-''mu?M (^-^f-) dt + (F(;- »(a:)), 

X 

-A-Flr 'H0)(t7<»)(0)(uW(a;))(a,,(a;))d< + (2f(r')(«)) 
ist, so sind auch die aus den gleichmäßig konvergenten Reihen 

00 

(24) 2'«^«^ 

durch Differentiieren der einzelnen Glieder hervorgehenden Reihen 

OD 

2- 



y-O 



dx 



unbedingt und gleichmäßig konvergent und stellen die Derivierten der 
durch die Reihen (24) definierten Funktionen von x dar. 
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Da ferner 



X 



+ 



»=1 



-^^y^^i«-^ 



''(f.;(^7?«.H^)(wJ^'x))(a,,(x) + i8,.-x)rf/ 



mit Rficksicht auf die Gleichnngen (11); (I), (U) identisch gleich Null 
ist, so haben wir das Resultat: 
Die Reihen 

y»x ^^ »X 

r = 

stellen diejenige Integralmatrix des Differentialsystems (B)^ 
die sich für x ^ x^ auf (d,.J reduziert, in dem ganzen Stetig- 
keitsintervalle (p..-q) der Funktionen a^^ und a^^ gleich- 
mäßig dar. 

Hierdurch ist nicht allein ein neuer Existenzbeweis geliefert, sondern 
auch eine für viele Zwecke sehr nützliche Darstellung der Integrale 
gefunden, die, ebenso wie die durch das InterpolationsverSeJiren ge- 
lieferte, in dem ganzen Stetigkeitsbereiche der KoefiELzienten a^^ und a^^ 
gleichmäßig konvergiert. Man kann auch leicht die Annäherung ab- 
schätzen, die erzielt wird, wenn man die Reihen (24) mit dem (n + 1)**" 
Gliede abbricht. Aus dem Ausdrucke (IV) für die Restglieder «(^ 
folgt nämlich, wenn in dem Intervalle (p. . . 9) 

mod yi^<P 
ist, die Ilugleichung 

Wir spezialisieren unsere allgemeinen Formeln noch für den 



DarBtelluiig einer Integralmatrix. 
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bereits erwähnten besonderen Fall^ wo alle ck^^ gleich Null ge- 
wählt werden. In diesem Falle ist einfach 



X 



nnd folglich: 



(25) 



f(^ri)-(0, 

X 

X • 

die Matrizen {ufj)y (m^), • • . ergeben sich demnach in der Form 

X 



X /> X 



iM?D'j(j<^udx^ioL,:)dx, 



alsO; wie wir sagen können, durch iterierte Integration der 
Matrix der Koeffizienten (a^J. 

Man übersieht ohne weiteres, daß die sämtlichen bisher durchge- 
führten Untersuchungen unverändert bestehen bleiben, wenn die Koeffi- 
zienten a^y des Differentialsjstems (B) komplexe Funktionen der 
realen Variabein x sind, die den jeweils zu fordernden Stetigkeits- 
bedingungen genügen. Wir können aber jetzt auch mit Leichtigkeit 
zu dem Falle übergehen, wo x selbst eine komplexe Veränder- 
liche bedeutet und die Koeffizienten a^^ des DifiFerentialsystems (B) 
monogene Funktionen dieser komplexen Variabein sind. 

Es sei zunächst S ein einfach zusammenhängender Bereich 
in der Ebene der komplexen Variabein x, innerhalb dessen die a,„ 
holomorph sind.*) Wir denken uns die Spaltung der a,„ in a^^ + ft^ 



*) Holomorph (oder regulftr) heißt eine monogene (analytische) Funktion der 
komplexen Variabeln, wenn sie eindeutig, endlich und stetig ist. 
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80 vollzogen, daB auch die a^^ innerhalb S holomorph sind, und daß 
die BeBtinunnng der Integralmatrix (tf<^>) auch im Gebiete der kom- 
plexen Yariabeln x nicht auf Schwierigkeiten stoßt. Wir mögen fBis 
erste z. B. die Wahl a^^ = stets vor Augen haben. Wenn wir dann 
in den Erörterungen, die sich auf die Methode der sukzessiven Approxi- 
mationen beziehen, die Punkte x^ und x innerhalb S nehmen und uns 
die auftretenden Integrationen auf einem ganz innerhalb S verlaufenden 
Wege ausgefiihrt denken, so behalten die formalen und qualitativen 
Teile dieser Erörterungen ihre Bedeutung. In den auf die Konvergenz- 
untersuchung bezüglichen quantitativen Untersuchungen haben wir nur 
an Stelle des Intervalles (p . . • 9) den Bereich S zu setzen, unter 



/■ 



mod dt^s 



die Länge des (als rektifizierbare Kurve zu denkenden) Integrations- 
weges zu verstehen und an die Stelle von s =^ q — p eine positive 
Größe treten zu lassen, die so beschaffen ist, daß man von x^ aus zu 
jedem Punkte von S auf einem ganz innerhalb S verlaufenden Wege 
gelangen kann, dessen Lange jene positive Größe nicht übertrifft 
Dann folgt ohne weiteres, daß die Reihen 

r = 

innerhalb S unbedingt und gleichmäßig konvergieren und diejenige 
Integralmatrix (y^^) von (B) innerhalb S darstellen, die sich fOr x ^x^ 
auf (d^ J reduziert. Die Elemente y^^ sind natürlich innerhalb S holo- 
morphe, monogene Funktionen der komplexen Yariabeln x, und es kann 
auch der ganze in der zweiten Vorlesung (S. 26 ff.) entwickelte Infini- 
tesimalkalkül der Matrizen auf den Fall einer komplexen unabhängigen 
Yariabeln übertragen werden, wenn man sich auf das Innere des ein- 
fach zusammenhängenden Bereiches S beschränkt. Auf Grund der be- 
kannten Sätze über die Integrale holomorpher Fiuiktionen in mehr- 
fach zusammenhängenden Bereichen könnten wir jetzt auch alle die 
Sätze entwickeln, die das Yerhalten der Integralmatrizen in einem 
mehrfach zusammenhängenden Bereiche, in dem die Koeffizienten a^^ 
holomorph sind, bestimmen. Wir ziehen es aber vor, diese Sätze erst 
an die Darlegung eines neuen Verfahrens anzuschließen, mit Hilfe 
dessen wir die Theorie der Integralmatrizen im Falle einer komplexen 
Yariabeln in ganz direkter und viel tiefergehender Weise begründen 
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wollen y als es durch die Methode der sukzessiven Approximation ge- 
schehen konnte. Dieses neue Verfahren soll demjenigen nachgebildet 
werden^ mit Hilfe dessen man nach Riemanns Vorgänge die Theorie 
der bestimmten Integrale zwischen komplexen Ghrenzen zu entwickeln 
pflegt; es wird also darin bestehen, daß es diejenigen Paare 
realer Funktionen zweier realer Variabein untersuchen lehrt, 
die die realen Teile und die Koeffizienten von ]/— 1 der 
Elemente einer Integralmatrix des Differentialsystems (B) 
ausmachen, wenn x als komplexe Variable aufgefaßt wird. 
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Einleitendes über Düferentialgleiehungen, deren Lösungen ge^wöbn- 
liolie Quadraturen besw. sogenannte Kurvenintegrale sind. Übergang 
von dem linearen Differentialsystem mit einer komplexen unab- 
hängigen Variabein zu einem Systeme totaler Differentialgleioliungen 
mit zwei realen unabliängigen Variabein« Integrabilitätabedingungen. 
Heohtecksatz. Unabhängigkeit der Integralmatrix vom "Wege. 
Analogen des Hiemann sehen Satses für einen gesohlossenen 

Integrationsweg. 

Wenn man in der Differentialgleichung 

rein formal 

X = g + 121/=^, y - « + vV^i, fix) = 9,(1, f)) + >/=T ^(1, r)) 
setzty so ergeben sich, indem man in der Gleichung 

du +-|/=n[ dt; - (ds +i/=n[ di?)(g> +y^^ ^) 

Reales und Imi^inäres trennt, für u, v die beiden Differentialgleichungen 

^ \dv '^ tlfd^ + (pdrj. 

Damit erscheint die Theorie der Differentialgleichung (I) im Falle 
komplexer Variabein auf die Theorie der Differentialgleichungen von 
der Form 

(III) du - Pdg + Qdrj 

zurückgeführt, wo jetzt u, g, iy reale Größen, P, Q reale Funktionen 
von S, rj bedeuten. — Es seien P, Q eindeutige, endliche und stetige 
Funktionen von 6, r?, innerhalb eines einfach zusammenhängenden Be- 
reiches S der (g, T?)-Ebene. Bedeutet dann 

(1) i-9>{t), V-t{t) 

ein Paar Funktionen von f, die für t^KKt^ eindeutig sind und ste- 
tige Derivierte haben, und für die die dem angegebenen Intervalle von 
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t entsprechenden Funktionswerte §; 7} Koordinaten von Punkten des 
Bereiches S darstellen, so ist die Differentialgleichung (III) stets längs 
der durch die Gleichungen (1) dargestellten Kurve lösbar, und 
zwar z. B. in der Weise, daß die Lösung 
t 

(IV) u ^f[P{(p(f), ^(fiWit) + Q{q>{f), tl^(f))t' (t)]dt *) 

fär den Anfangspunkt 

(2) ^o-Vito), Vo = Hio) 

der Kurve verschwindet. Wenn P, ^ innerhalb S differentiierbar sind, 

und 

ist, so gilt der Satz, daß die durch (IV) dargestellte Lösung von der 
Wahl der durch die Punkte (g^, ly^) und (|, iy) hindurchgelegten Kurve 
unabhängig, d. h. also nur abhängig ist von den Koordinaten (g^, i/q) 
und (§,17) selbst In dem Falle, wo die Integrabilitätsbedingung 

(V) erfüllt ist, gibt es also eine bestimmte Lösung der Differential- 
gleichung (III), die von den beiden voneinander unabhängigen 
Variabein g, ri abhängt, innerhalb S eindeutig ist und für (g^, i^^) ver- 
schwindet; wir bezeichnen diese Lösung mit 

ihn) 

(VI) u = (S)ßPdi + Qdri), 

i^tjo) 

Wenn nun in (I) f(x) eine monogene Funktion der komplexen 
Variabein x ist, so ist zufolge der Relationen 

^ =» ^ 1^ ^ 

di ^ dn' ^t] "■ ag 

f&r jede der Differentialgleichungen (ü) die Integrabilitätsbedingung 
erfElllt Bedeutet also 8 einen einfach zusammenhängenden Bereich, 
in dem f(x) holomorph ist, und 



^0 =- So + K-l ^0 
einen Punkt dieses Bereiches, so können wir das Aggregat 

y - {ß)J{q>dl - ii,dri) + y^ {S)ßtdi + tpdri) 



(^)i7o) (^.170) 



^ 9 (Ot ^'(0 bezeichnen die Derivierten der Funktionen 9, '^. 

Sohl«tinger, line«re Differentiftlgleichimgen. 4 
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bQden and erhalteii dadurch eine für x ^ Xq verschwindende Lösung 
der Differeutialgleichong (1), die offenbar eine monogene und inner- 
halb S holomorphe Funktion der komplexen Variabein x ist. Wir 



* 
{S)Jf{x)d, 



Wir wollen nun die hier angedeutete Definition des Integrals auf 
komplexem Wege Schritt für Schritt auf den Fall der Integralmatrix 
zu übertragen suchen, und bemerken, ehe wir dazu übergehen, nur noch 
das Folgende. Den Beweis des Satzes, daß unter der Bedingung (V), d. h. 
wenn P(2| -f Qdr^ ein totales Differential ist, ein Integral (VI) existiert, 
erbringt Riemann mit Zuhilfenahme der Theorie der Doppelinte- 
grale. Nun läßt sich zwar in der Theorie der Integralmatrizen auch 
ein dem Doppelintegrale der gewöhnlichen Integralrechnimg analoges 
Gebilde aufstellen*); wir haben es aber YOigezogen, die Einführung 
eines solchen Gebildes zu umgehen, was um so eher gerechtfertigt er- 
scheinen wird, als man gerade in neuerer Zeit bestrebt war, auch bei 
dem Beweise des gedachten Satzes der gewöhnlichen Integralrechnung 
die Anwendung der Doppelintegrale zu vermeiden **), indem nämlich 
die Einführung des Doppelintegrals überflüssige Beschränkungen für 
die Fimktionen P, Q erforderlich macht. 






Wenn wir in dem linearen Differentialsysteme 



(x = l,», .-»n) 



ganz formal 

x^i + riV^^ 

setzen, wo w^, v^, «^^, ft, reale Fxmktionen der realen Variabein 5i i? 
bedeuten sollen, so ergibt sich für die 2n Größen u^, %\ das System 
Yon 2n Differentialgleichungen 



*) Yolterra hat dies mit dem von ihm sogenamiten „integrale doppio di 
nna sostituzione** getan. 

**) Man sehe die Arbeiten von E. Goursat (1884, 1899, 1900), A. PringB- 
heim (1896, 1901, 1903), L. Heffter (1908, 1904). 
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n n 

(R) { ^ 

(x = l,2,-.,ii) 

Dieses Differentialsystem ist von der folgenden Form: 

m m 

(T) d«.= di^u,a[^) il rj) + dv^u,afl{l^, r,), 

X^l X=l 

(x = l,2,-.,m) 

WO also jetzt §, 17 reale Variable und 

zwei Systeme von je w* realen Funktionen von 5, iy bedeuten, von 
denen wir gleich voraussetzen wollen, daß sie innerhalb des einfach 
zusammenhängenden Bereiches S der (§, 17) -Ebene eindeutig, endlich 
und stetig sind. — Das System (T) gehört in die Klasse der totalen 
linearen Differentialsysteme; dabei bedeutet das Epitheton linear, im 
Sinne der gewöhnlich angewandten Terminologie*), daß die Gleichungen 
in den auftretenden Differentialen vom ersten Grade sind. Unser 
System (T) ist aber auch in dem engeren Sinne linear, daß die 
Gleichimgen, in denen wir |, ij als die unabhängigen, u^, . . ., u„ als 
die abhängigen Yariabeln auffassen, in den abhängigen Yariabeln und 
ihren Differentialen selbst linear sind. Die Theorie der Systeme von 
der Form (T), die wir jetzt entwickeln wollen, ließe sich ohne jede 
prinzipielle Schwierigkeit in genau derselben Weise auch für Systeme 
mit beliebig vielen unabhängigen Yariabeln 

aufstellen, d. h. also für Systeme von der Form 



r n 

du^ --^d^yju,af^(^, . . ., y; (x=i,2,- ..0 

t = l x^ 



wir beschränken uns der Einfachheit wegen und mit Rücksicht auf 
das Ziel, das wir im Auge haben, auf den Fall der Systeme (T) mit 
zwei unabhängigen Yariabeln. 

Wenn wir zunächst (wie oben für die einfache Differentialgleichung 

•) Vgl. etwa den Enzyklopädieartikel DAS (E. v. Weber) Nr. 58. 

4* 
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(lH)) eine ganz in dem Bereiche S verlaufende Kurve C betrachten, 
die durch Gleichungen von der Art wie (1) (S. 48) g^eben wird, so 
verwandelt sich, wenn wir auf dieser Kurve verbleiben, das Differential- 
Bjstem (T), in ein homogenes lineares Dififerentialsystem mit der einen 
unabhängigen Yariabeln t, dessen Koeffizienten 

(f,je = l,2,...,m) 

in dem Intervalle (/o • • • ^) eindeutige, endliche und stetige Funktionen 
von t sind. Wir haben also eine Integralmatrix 

t. 
die dem Systeme (T) Genüge leistet, wenn g, 17 Koordinaten der Punkte 
unserer Kurve C sind, imd die sich für t -^ t^ auf die Einheitsmatrix 
(d, J reduziert. Wir können die Integralmatrix (3) in der Form 

(3a) Cßa(^)di + a^^Jdrj + d,,) 

schreiben und als die ,4^ng8 der Kurve C von (lo, 17^) bis (g, 17) hii 
erstreckte Integralmatrix^ bezeichnen. Natürlich gelten für die langi 
einer Kurve erstreckten Integralmatrizen die den Regeln (Vll) unc 
(IX) der zweiten Vorlesung analogen Rechnungsregeln ohne weiteres 
solange wir uns auf derselben Kurve C bewegen. Sind alsc 
{ii9 Vi)f (5ji Vt) 2^®i Punkte auf C, so ist 

(VHa) cf^cf-cf, 

und 

(IXa) 

WO der unter den Integralmatrixzeichen stehende Ausdruck der Kürz 
wegen unterdrückt worden ist. 

Wir fragen nun, wann die durch die Formel (3) erklarte Integra 
matrix von der Wahl der Kurve C unabhängig sein wird, d. h. untc 
welchen Bediagungen es fttr die Werte, die die Elemente der Int^rai 
matrix (3) in dem Punkte (|, 1^) annehmen, gleichgültig ist, ob w 
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von (Iq, Tj^ nach (|, rj[) längs der durch die Gleichungen (1) darge- 
stellten Kurve C oder längs einer anderen ebenfalls ganz innerhalb S 
verlaufenden und durch Gleichungen 

(la) ^ | = gi(0, ij = ¥'(0, 

WO ^(t)y if{t) Funktionen von derselben Beschaffenheit wie (p{t), tlf(t) 
bedeuten, daigestellten Kurve C gehen? 

Wenn dies der Fall ist, so sind die Elemente der Integralmatrix 
(3) innerhalb S eindeutig definierte Funktionen der Koordinaten des 
Endpunktes der Integration, d. h. der voneinander unabhängigen 
Yeranderlichen g, 17. Es ist folglich, wenn wir die Integralmatrix (3) 
mit u,,(5, ff) bezeichnen, 

m m 

d. h. aber nichts anderes als: 



(4) 






«,x = l,«, • ,m) 



-A'-^«-2. 



Da wir hauptsächlich die Anwendung der hier zu fahrenden Unter- 
suchung auf den Fall im Auge haben, wo die Funktionen a^^, a\*J die 
realen Bestandteile und die Koeffizienten von]/— 1 monogener Funk- 
tionen von S + tjY^ 1 sind, also als Funktionen von |, iy auch den 
Charakter analytischer Funktionen (im Sinne von Lagrange und 
Weierstraß) besitzen, so wollen wir für die oj^), a<5 gleich vor- 
aussetzen, daß sie innerhalb S nach g, rj differentiierbar, 
und daß ihre Derivierten nach ^, rj in S auch stetig sind. 

Schreiben wir die Gleichungen (4) in der Form 

(-|f) = («JWi>), 
f->-)-(OW«), 

so folgt, indem wir die erste dieser Gleichungen nach rjj die zweite 
nach i differentiieren, 



(4.) 
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also, indem wir hierin für (-^— ), ("^*) ^® Ausdrücke (4a) einsetzen 
und die rechten Seiten der Gleichungen (5) miteinander vergleichen, 

Diese Gleichung, die natürlich m' Relationen symbolisch zusammenfaßt, 
soll als Bedingung der Integrabilität für das totale Differential- 
system (T) bezeichnet werden; sie erweist sich zunächst als notwendig 
dafür, daß — unter den für die a\\>, a\^J festgelegten Bedingungen — 
eine dem Differentialsystem (T) genügende Integralmatrix existiert, 
deren Elemente innerhalb S eindeutige Funktionen der beiden vonein- 
ander unabhängig veränderlichen Größen §, tj sind. 

Wir wollen nun nachweisen, daß die Integrabilitätsbedingungen 
für die Existenz einer solchen Integralmatrix auch hinreichend sind.*) 

Es seien (|^, tjq), (g, rj) innerhalb des Bereiches S so gelegen, 
daß das Rechteck mit den Ecken 

(6) (lo, 1?«), (!,»?.), (I, »?), (io,v) 

ganz in S enthalten ist. — Wir bilden dann die beiden folgenden 
Integralmatrizen :**) 



(7) 



•»0 ^9 



und wollen für diese zuvörderst drei Sätze beweisen, nämlich***): 

*) Um die Übersicht über den zu liefernden Beweis zu erleichtem, setzen wir 
bei jedem Schritte den analogen Schritt für die Differentialgleichung (III) (S. 48) 
in einer Fußnote hierher. 

**) Für die Differentialgleichung (HI) sind die Ausdrücke zu bilden: 






(vn) { '" , '° 

***) Für die Integrale (Vii) lauten die zu beweisenden drei Sätze: 
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a) (Vfjy («^J sind Integralmatrizen des DiflFerentialsystems (T), 
cL h. es bestehen die Oleichoogen: 

(8) i>«(O = Wt0, ^,(^J-«i), 

(9) i>,(fJ-W$), i>j(«..) -(«<«); 

b) (t;,^) und (r^ J reduzieren sich för S =" So> ^ "^ ^o ^^ ^^ ^"^" 
heitematrix (^^J; d. h. 

c) (t?!,) und (t?,. J sind identisch, d. h. es ist 

Die in den Gleichungen (8) enthaltenen Aussagen des Satzes a) 
sind leicht zu verifizieren; wenn wir nämlich beachten, daß die links- 
seitigen Faktoren von (t?,. J bezw. (t?. J von | bezw. rj unabhängige Ma- 
trizen sind, so folgen aus der Definition des Integrationssymbols 
und mit Rücksicht auf die Derivationsformel (TL) (S. 26) ohne weiteres 
die Gleichungen (8). — Wir wollen nun die Gleichungen (9) verifizieren, 
und zwar wird es genügen, etwa die erste derselben: 

-D,(0 = («!?) 

ZU beweisen.*) 

Wir schicken zwei einfache Hilfsformeln voraus, die auch beim 
Beweise des Satzes c) angewandt werden sollen.**) 

Bedeutet 

A-(aJ 

eine Matrix differentiierbarer Funktionen der Variabein x, so setzen 
wir der kürzeren Schreibweise wegen 



[dxj^dx^^*''^^ dx' 



«) 








fi> 






lim V = lim v = ; 

$ = l« 1 = ^0 


r) 

*) Die Richtigkeit 
lonchtet nniDittelbar ein 


der in der ersten Zeile des Satzes a) stehenden Gleichungen 
; wir beweisen jetzt, daß 


VIEO 







**) Die analogen Hilfsformeln fQr die gewöhDlichen Integrale sind trivial. 
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Wenn die Elemente der Matrizen (tCi J und (ft^J differentiierbare 
Funktionen von x and die Determinanten dieser Matrizen Ton Nnll 
verschieden sind, so folgt durch Anwendung der Derirationsformeln 

(IV) (S. 26; und (VL) (S. 28) die Gleichung: 

mit Böcksicht auf die Definition des Derivationssymbols 

I cA 



haben wir also: 

c 

(10; 



*^ ex 



g^KOCUC-'J-T- 



Es mögen nun (tr^J^ (b^J Matrizen bedeuten^ deren Elemente 
düBTerentiierbare Funktionen der beiden Yariabeln |, 17 sind, und deren 
Determinante nicht identisch verschwindet; dann folgt durch Anwen- 
dung der Formel (10): 

+ (^') -Ä ^■'(•^") - (^'«)^«(«''«) + ^,(«'J^i(«'u))(«'J-'- 

Nun erfüllen die Matrizen D^{w^^ und D^{tc^^ offenbar die Inte- 
grabilitatsbedingung (C); es ist also 

ll i>M') + ^iK.)^,(«'«x) = ^ ^{(«'«») + ^»KJ^iC«" J; 

wir erhalten demnach die zweite unserer beiden Hilfsformeln: 

Der Beweis der ersten der beiden Gleichungen (9) gestaltet sich 
nun wie folgt. — Setzen wir fOr einen Augenblick 

so folgt aus (11), wenn wir darin (t?|J an die Stelle von (ir^J und 
(ä{5) an die Stelle von (6|J setzen: 

(^)-(o((«(«+('-t)-wsw»-(^)>o-. 
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Zufolge der Integrabilitatsbedingung (G) ist daher die Matrix 

d. h. die U^^ sind von § unabhängig. Wir können folglich um die 
Werte dieser Ghrofien zu bestimmen, für g einen speziellen Wert, etwa g^, 
einsetzen. Für g — So ^^^ ^^^h ^^ S; V voneinander unabhängig sind, 

? = Co S = Co «/ 

wir finden also 

(Um I7J = (limOW?(go, i7)-limD,(t;J)(limt;,J-^- (0) 

^ — io 5 = Co C = Co C = Co 

und folglich 

für jedes Wertepaar g, 17. Daraus folgt aber ohne weiteres, daß 

W?)--D,(O-(0) 

ist, was zu beweisen war.*) 

*) Znm Beweise der Gleichung (VIII) eetzen wir 

c 

Co 

dann ist 

(IX) |^=,(S„,) + |^. 

Aber 

(X) ä?(«(«'^)--w)^W-wbT)='"ä|--W 

ist znfolge der Integrabilitatsbedingung (Y) (S. 49) gleich Null, d. h. es ist 
Ton £ unabhängig. Da 



Q{i.n)-l^ = F(ri) 



1. r^ 1. ^tt' 

lim«7 = 0, lim-^r— = 0, 

^^$, i = 5o ^^ 

alflO JP(ij)=« Q(i^, n) ist, so haben wir 

wodurch aus (IX) unmittelbar die zu beweisende Gleichung (Vlll) hervoigeht. Da- 
mit die im Laufe der Rechnung vorgenommenen Yertauschungen von Grenzüber- 
gSngen usw. gestattet sind, hat man natürlich den Funktionen P, Q noch ge- 
wisse engere Stetigkeitsbedingungen aufzuerlegen. 
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Der Satz b) folgt direkt aus der Definition der Matrizen (v^J, 
(VjJ; wir haben also nur noch den Satz c) zu erharten. 

Der Bequemlichkeit wegen ändern wir die Bezeichnungen in der 
Weise ab, daß wir in den Definitionsgleichungen (7) der Matrizen 
(^tx)> (Pix) ^® oberen Ghrenzen der Integralmatrizen statt mit i, rj mit 
Ii^ rj^ bezeichnen. Die Ecken unseres Rechtecks haben dann die Koor- 
dinaten (%, rio), dl, tIq), (gl, Tji), (So, ^i), und der zu beweisende Satz c) 
wird durch die Gleichung 



p) 



^ 






ausgedrückt. 

Es sei nun (|, rf) ein beliebiger Pimkt im Innern unseres Recht- 
ecks (Fig. 1), und 

Abstrahieren wir für einen 
Äugenblick davon, daß die 
(«iiO. («/?) der IntegrabiUtats- 
bedingung (C) genügen, so 
können wir eine bemerkens- 
werte Identität ableiten. — 
Setzen wir nämlich in der In- 
tegralformel (XI) (S. 31) die 
Matrix T an die Stelle von 
(6, J, die Matrix (aW) — D^T 
an die Stelle von (g, J, femer 
ri an die Stelle von x, i^^ an 

*) Mit der im Texte angegebenen Änderung der Bezeichnung lautet die 
Gleichung, die den zu beweisenden Satz y) ausdrückt: 



1 




tllJ 




<i 


r-7'> 






(i^j 




JJ-VJ 










(B. 


^ 




<l 


■V 














, 





Flg. 1. 



(*) 



JP«, T]o)dS+/e(fe. ri)dri+fF{i, n,)dl+fQ{JU. ri)dri^O. 



Ii 



Beweis des Becbtecksatzes. 
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an die Stelle TOn p und i;^ an die Stelle von r, so erhalten wir, wenn 
wir noch fOr | den Wert 1^ einsetzen, die Identität: 



(16) 



J(a(i)(|, ri,)di + d,jj(ai?(l„,i?)di? +Ö,«), 

WO zur Abkürzung 

gesetzt worden ist. 

Wenn die Matrizen {cc\^J)y (a/^) die Integrabilitätsbedingungen er- 
fOllen, so ist nach dem vorhin bewiesenen Satze a) (erste der 
Gleichungen (9)) 

die Elemente der Matrix (ji^il, rj)) sind folglich identisch gleich NuU^ 
und die Identität (16) liefert; da 

J(Odv + K) - (sj 

ist, unmittelbar die zu beweisende Gleichung (D)*). 

Um den eben bewiesenen Satz in einfacher Form aussprechen zu 



*) um die Gleichung {8) zn beweisen, bezeichnen wir mit £, t] die Koordinaten 
eines beliebigen im Innern unseres Rechtecks gelegenen Punktes und setzen 



dann ist nach dem Satze (a) 
(XI) 



«0 »/o 






«(S.i), 



und die linke Seite der Gleichung {d) kann in der Foim 
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können, greifen wir anf die oben gegebene Definition ^iner lings einer 
Eurre C erstreckten Int^ralmatrix^ (Formeln (3) nnd '[Sa), S. 52) zn- 
rOek. Im Sinne dieser Definition können wir nämlich die auf der 
linken Seite der Gleichung fD ) anftret47nden Integralmatrizen in der 
Reihenfolge, wie sie von links nach rechts gelesen aufeinander folgen, 
in der nachstehenden Form schreiben: 

jede dieser Integralmatrizen erstreckt längs der betreffenden Seite des 
Rechtecks (g^, %), (Si, ^o)^ (5i, iJi), (So7 ^i)- I>er Satz c) kann demnach 
so ausgesprochen werden*): 

Wenn die Matrizen ip^^^J)^ if^^^J) innerhalb des Bereiches 8 
die Integrabilitat8bedingnng(C) erfüllen, so ist die Integral- 
matrix 



J{a^Hl + ai^dr,+d,X 



erstreckt längs der Begrenzung eines ganz innerhalb S ge- 
legenen, den Koordinatenachsen parallel gestellten Recht- 
ecks, gleich der Einheitsmatrix (4,.J. 

Wir bezeichnen diesen Satz als den Rechtecksatz. 



oder in der Form 



/[«„,„„_?£|^„] 



geschrieben werden. Der letztere Ansdmck iat aber nach (XI) offenbar identisch 
gleich Nnll, womit der Beweis geliefert ist. 

^ Der Satz y) kann so gefaxt werden: Wenn P, Q innerhalb 8 die 

Integrabilit&tsbedingung -?— "^-öt erfüllen, so ist das Integral 



f{Pdx+Qdy), 



erstreckt l&ngs der Peripherie eines ganz im Innern Ton S gelegenen, 
den Koordinatenachsen parallel gestellten Rechtecks, gleich NulL 
(Bechtecksatz.) 
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Wenn 5? V ^^ Koordinaten eines Punktes bedeuten, für den das 
Rechteck 

(5o,%), (l;^o); (6,^); (io^V) 

ganz im Innern von S gelegen ist, so haben wir in den beiden Ma- 
trizen (v,. J, (v^ J eine das Differentialsystem (T) befriedigende Integral- 
matrix gefunden, die sich für (|q, tjq) auf die Einheitsmatrix (d^ J redu- 
ziert. Wir sagen von (t^^J; daß diese Integralmatrix längs der die 
Punkte (Iq, i^q) und (g, iy) verbundenen oberen Stufe erstreckt sei, 
und analog von (t^^J, daß diese Matrix der unteren Stufe zwischen 
(5o, i?o) ^"^^ (S?^) entspricht. Im Sinne des Rechtecksatzes haben die 
längs der oberen und unteren Stufe erstreckten Integralmatrizen den- 
selben Wert. — Liegt der Punkt (g, rf) so, daß nur die obere oder 
nur die untere Stufe, die ihn mit (g^^, i;^) verbindet, ganz in das Ge- 
biet S hineinfallt, so haben wir in dem Punkte (g, rj) immer noch eine 
dem Systeme (T) genügende Integralmatrix. Wenn nun aber weder die 
obere noch die untere Stufe, die von (^, rjo) nach (g, rj) führt, ganz 
innerhalb S liegt, so verfahren wir wie folgt: 

Wie immer auch der Punkt (g, rf) innerhalb S gelegen sein mag, 
80 lassen sich zwischen (g^, rj^) und (g, rj) Punkte 

in endlicher Anzahl so einschalten, daß entweder die obere Stufe 

oder die untere Stufe 

(6i-i; ^i-i) • • • (ix7 Vi^i) ^nd (g;i, rj^^^) . . . {i^, rj^) 

oder beide Stufen für irgend zwei aufeinander folgende der (m -j- 2) 
Punkte 

ganz innerhalb S verlaufen. Und zwar ist dies Einschalten noch auf 
unendlich viele Weisen möglich. Bilden wir fUr die innerhalb S ver- 
laufenden Stufen der durch die Punkte (a) bestimmten „Treppen- 
linie^ die Matrizen 

beziehungsweise 
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(u) ßaJlHl, ri,_,)di + SJ ßailKk,, n)dn + *,J, 

die wir durch (v(^>) bezeichnen*), so genügt die Matrix 

(17) (O = ('^/x0W10---(«l:+'0 

oflFenbar dem DiflFerentialsysteme (T) und reduziert sich für | — ^, 

17-% auf (*J- 

Wir behaupten nun, daß diese Matrix innerhalb 8 auch eindeutig 

bestimmt ist, d. h. daß ihre Elemente v^^ innerhalb 8 eindeutige 
Fimktionen von |, r^ sind. Um dies zu beweisen, haben wir nur zu 
zeigen, daß der Wert der Fimktionen v^^ im Punkte |, ly unabhängig 
ist von der Wahl der eingeschalteten Punkte (l^, lyj, . . ., (g^, iy^). 
Denken wir uns also die Punkte (^, i^q), (g, ri) unter Einschaltung 
neuer Zwischenpunkte durch eine von der vorhin betrachteten ver- 
schiedene Treppenlinie verbunden, und bezeichnen wir die mit Be- 
nutzung dieser neuen Treppenlinie gebildete Matrix (17) mit (^|J, 
dann kann offenbar das zwischen den beiden Treppenlinien gel^ene 
Gebiet von 8 in eine endliche Anzahl von Rechtecken zerlegt werden, 
deren Seiten parallel zu den Koordinatenachsen stehen. Man kann 
dann die beiden Matrizen (t7,.J, (v^^) oflFenbar in der folgenden Form 
schreiben: 

(e, j - (FW) . . . (f(-)), 

wo sich die nicht überstrichenen Buchstaben auf die Stufen der einen, 
die überstrichenen auf die Stufen der anderen Treppe beziehen. Im 
Sinne des Rechtecksatzes ist aber die Integralmatrix, erstreckt über 
die Begrenzung einer jeden der rechteckigen Parzellen, in die das 
zwischen den beiden Treppenlinien befindliche Gebiet von 8 zerl^ 
wurde, gleich (d,J; beachtet man femer, daß die auf die „Zwischen- 
wände'' dieser Parzellen bezüglichen Integralmatrizen, wenn über die 
Peripherie der einzelnen Parzellen im positiven Sinne hin integriert 
wird, zweimal und zwar beide Male im entgegengesetzten Sinne durch- 
laufen werden, so erkennt man, daß 

K,)(^.J-^ = (*,«), 

*) Liegen für ein Paar konsekutiver Punkte beide Stufen innerhalb 5, bo 
Bind die beiden Matrizen (o), (u) nach dem Bechtecksatze identisch. 
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also (f»,J mit (»,,) identisch irt.*) — Wir bezeichnen die auf diese 
Weise fOr jeden Punkt des Bereiches S eindeutig definierte Matrix 

(»<«) mit 



(5."J) 



(18) 



iS)J(ti'Ui + ti'idri + 6t.) 



{io,*}o) 



und können ntm sagen, daß für das Differentialsystem (T), dessen 
Koeffizienten (c^^j)^ (c^x) ^^^ Integrabilitätsbedingungen (C) 
erfüllen, die Existenz einer im Bereiche S eindeutigen In- 



^) Zur Erl&uiemng diene das in der Figur 2 veranschanlichte Beispiel. Wir 




\^(^,7J 



^^o,^.) C, 



-^i 



Fig. 2. 

bteeichnen die Integralmatriz, erstreckt längs der die beiden Punkte A, C^ ver- 
bindenden geraden Linie, korz durch {ACi) usw. Dann ist 

(v^,) = (AC,) (C, A) (A ^i) (^1 B), 

(?,x) = UC7,) (C, A) (A ^.) (^. 5); 

femer haben wir nach dem Rechtecksatze 

(AC,) (C, A) (A A) (A c,) (C,A) = (d, j, 

also mit Bücksicht auf die Integrationsformel (IX), S. 80 

(A c,) (C, ^) « (A A) (A Ci) (C, A) , 
(B^,) (^, A) -(BE,) (A A) (A A) 

nnd somit in der Tat 

i^i^(^i^''-(^C,){C,D,){D,E,){E,B)(BE,){E,D,)(D,C,){C,A) = (*J. 
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tegralmatrix erwiesen ist, die sich in dem Punkte (Sq, rj^) auf 
die Einheitsmatrix (d\.J reduziert.*) 

Die Übertragung der für die Integralmatrizen mit einer unabhän- 
gigen Variabehi geltenden Regeln auf die Integralmatrix (18) voll- 
zieht sich nun ohne Schwierigkeit; wir merken nur die folgenden 
Formeln an: 

(IXb) (S)/ (c4'i di + Ä^ diy + wx) = ( (Ä)/(«i'i d^ + afi dti + (J,,) 1 ; 
(Vnb) {S)J(a''^i d% + 4*i dri + *,,) = (S) J (aj'«' d| + a?i d, + Ö,,) 

(^o) i7o) Lim i7o) 

.(5) ({af^di + a'fldrt + Ö,,). 

Bedeutet femer {uf^ eine konstante Matrix mit nicht verschwin- 
dender Determinante, so steUt 

(19) iu,;) - (wl'i) . (S) J (aJl^ dg + a/J^ di? + *.«) 

diejenige Integralmatrix des Systems (T) dar, die sich für (^, i^q) auf 
(wfx) reduziert. Eine Integralmatrix von (T) ist also inner- 
halb 8 durch Angabe der Matrix ihrer Anfangswerte im 
Punkte (Sq, t/o) eindeutig bestimmt, und die Matrix (19) stellt, 
wenn die ufl als willkürliche Eonstanten angesehen werden, 
die allgemeinste Integralmatrix des Differentialsystems (T) 
in dem Bereiche 8 dar. Hieraus folgt ohne weiteres die Formel: 

(Xa) iß) I (a^j d| + a?] dri + *,,) - (li,, (|„ i?,))-^ (u, , (6,, %)) . 

Ulf >7i) 

Wir können jetzt auch die Beziehung, die zwischen unserer 

*) Für die Differentialgleicliiiiig (III) folgt auf ähnliche Weise die Ezisteiu 
des innerhalb S eindeutig definierten Integrals 

u(li,n)-(S)J{Pdi + Qdr,). 
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Int^pralmatrix (18) und der zu Beginn dieser Vorlesung allgemein 
definierten, längs einer Eurye C erstreckten Integralmatrix (3 a) 

besteht^ angeben. 

Bedeutet nämlich {w^^ (g, 17)) eine Matrix, deren Elemente inner- 
halb 8 eindeutige, endliche und di£ferentiierbare Funktionen von $, 17 
sind, und deren Determinante nicht verschwindet, so ist für die ganz 
innerhalb 8 yerlaufende, durch die Gleichungen (1) (S. 48) 

|-(3P(0, i?-*(0 
definierte Kurve C 

also da, wenn 

gesetzt wird, m',„(6o> %)> «'«x(6i> Vt) eindeutig bestimmte Werte sind, 



; 






<0 

d. k die Integralmatrix (20) ist unabhängig von der Wahl 
der die Punkte (So, ^oX (Si, ^1) verbindenden Kurve C. 

Wenn ^e Kurve C insbesondere eine geschlossene, d. h. wenn 
^ — ^, also 5i — g^, ly^ =- ri^ ist, so haben wir 



ß 



Da nach der Definition des Derivationssymbols 
ist, 80 können wir die Integralmatrix (20) in der Form 

(«i»J7i) 



(8)ßD^{wJdi + D,(wjdri + d,J 



8ehl«iiBger, linMure DifferentUIgleiohoiigeiL. 
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schreiben tmd erhalten^ indem wir diese einfeushen Bemerkungen auf 
die innerhalb S eindeutig definierte Matrix (18) bezw. (19) anwenden, 
die folgenden wichtigen Sätze: 

Wenn die Koeffizienten (a[^^), (a{5) des Differential- 
systems (T) die Integrabilitätsbedingungen (C) innerhalb des 
Bereiches 5 erfüllen, so ist die längs einer die Punkte (|q, i^^), 
(Si; ^i) verbindenden; ganz in 8 yerlaufenden Kurve C er- 
streckte Integralmatrix 

also vom Integrationswege C unabhängig und mit 

(Ä) feiHS, rj)d^ + «Jl^d, V)dv -h *,• J 
(«o» no) 
identisch. Es ist ferner die längs einer geschlossenen Kurve 
Ferstreckte Integralmatrix 



rJ(«iVdS+«i?di,+*,J = (*J*), 



wenn F ganz innerhalb S liegt, d. h. wenn die o^^, af^^J in dem 
▼on r eingeschlossenen Bereiche und auf F selbst stetige 
Derivierte besitzen und die Integrabilitätsbedingungen (C) 
erfüllen. 



*) Der dicBem Satze entsprechende Satz fOr die Differentialgleichang (TU) ist 
der sogenannte Biemannsche Integrabatz 

rßPdi + Qdn) - 0. 

Siehe Biemanns InauguraldiBsertation (Werke 1892, S. 16) Nr. 9. 



Fünfte Vorlesung. 

Integralinatrisen totaler Differentialsysteme in mehrfach sosammen- 
hängenden Bereichen. Lineare Substitution. Fxmdamentalsubsti- 
tationen. Qeschlossene Wege. Ähnliche Matrizen. Anwendung 
auf gewöhnliche lineare Differentialsysteme mit komplexen Variabein. 
Xziatens monogener Integralmatrizen im Holomorphiebereich der 
Koeffizienten. Gespaltene Matrizen. Allgemeine Integralmatrix 
des komplexen Systemes. Verhalten in mehrfach zusammenhän- 
genden Bereichen. Änderungen des Querschnittsystems. 

Die Ergebnisse der vorigen Vorlesung können wir kurz dahin zu- 
sammenfassen^ daß wir sagen: Wenn für die Koeffizienten des totalen 
Differentialsystems (T) (S. 51) die Integrabilitatsbedingangen (C) 
(S. 54) erfüllt sind, so gelten für einen einfach zusammenhängenden 
Bereich 8 der (1, i7)-Ebeney innerhalb dessen die Koeffizienten ein- 
deutig, endlich und stetig differentiierbar sind, analoge Existenzsätze 
fOr die Yon den beiden unabhängigen Variablen |, rj abhängenden 
Lösungen, wie sie für den Fall des gewöhnlichen linearen Differential- 
systems (B) (S. 50) für einen einfach zusammenhängenden Bereich der 
einen realen Variabein x gelten, innerhalb dessen die Koeffizienten 
Ton (B) eindeutig, endUch und stetig sind. 

Wenn wir uns jetzt der Untersuchung der Lösungen des voU- 
stindig oder komplett integrablen totalen Differentialsystems (T) in 
einem Bereiche T der (|, i7)-Ebene zuwenden, wo die Koeffizienten 
dieselben Bedingungen erfüllen, wie vorhin für den Bereich S, der 
aber nicht einfiELch sondern mehrfach zusammenhängend ist, so 
werden wir zu ganz neuartigen Resultaten gelangen, die in der Theorie 
der linearen Differentialsysteme mit einer realen unabhängigen Variabein 
kein Analogon besitzen, da für das Gebiet einer realen Variabein etwas 
Analoges wie ein mehrfach zusammenhängender Bereich von zwei 
Dimensionen nicht existiert. Dagegen werden die zu erzielenden Be- 
soltate die größte Ähnlichkeit mit denjenigen darbieten, die man erhält, 
wenn man das Litegral eines totalen Differentials 



/' 



(Pdl + Qdrj) 
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in einem mehrfach zusammenhangenden Bereiche studiert, innerhalh 
dessen die Funktionen P^ Q eindeutig und stetig differentiierbar sind: 
genauer^ sie werden sich als Verallgemeinerungen der Eigenschaften 
des Ausdrucks 

darstellen. 

Wir könnten, wenn wir einige einfache Sätze der Analysis situs 
heranziehen wollten, unsere Betrachtungen auf allgemeine mehr&ch zu- 
sammenhangende Bereiche (z. B. Biemannsche Flächen) beziehen; wir 
ziehen es aber vor, unsere Untersuchung auf den Fall zu beschranken, 
wo ein in der schlichten (|, i^)-Ebene gelegener Bereich gegeben isi^ 
der die folgende Beschaffenheit hat. 

Es sei eine geschlossene Kurve a^^^ in der (|, iy)-Ebene gezeichnet 
und in dem von dieser eingeschlossenen endlichen Teile der Ebene 

seien noch 6 geschlossene Kur- 
ven Oj, . . ., a^ vorhanden, die 
sich gegenseitig ausschließen. 
Der Bereich T, der von diesen 
6+1 Kurven begrenzt wird, 
ist dann (tj -f l)-fach zusam- 
menhängend und kann durch 
ein System von 6 Querschnit- 
ten li, ' - -jla in einen ein&ch 
zusammenhängenden Bereich T 
verwandelt werden. Um die 
Vorstellung zu fixieren, denken 
wir uns diese Querschnitte längs 
einfacher Kurven gelegt, die 
weder sich selbst noch einan- 
der durchsetzen mögen, und 
zwar möge i^ einen Punkt von 
Ui mit einem Punkte von a^^i 
verbinden. Wenn wir a^^^ so durchlaufen, daß der unendlich ferne 
Punkt der (g, ly^Ebene zur Linken bleibt (also im negativen Sinne), 
so mögen die Mdndungspunkte der Querschnitte in der Reihenfolge Z^, 
ig, . . ., l^ aufeinanderfolgen. Femer bezeichnen wir dasjenige Ufer des 
Querschnittes Z^ als das positive, das bei einem positiven Umlauf um 
die Kurve a^*) zuerst getroffen wird, das gegenüberliegende Ufer ist 
dann das negative (siehe die Fig. 3). 

•) Ein poBitiver Umlauf um a wird in dem Sinne vollzogen, der dem Dre- 
hungsainne eines im Innern von a^ befestigt gedachten Uhrzeigers entgegengesetzt ist. 




Fig. 8. 
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Im Innern des Bereiches T seien nunmehr die Koeffizienten aj^^ 
oj^ eindeutig, stetig differentiierbar und so beschaffen, daß zwischen 
ihnen und ihren partiellen Derivierten die Integrabilitatsbedingungen 
(C) erftOlt sind. Es sei (S^, %) ein fester, (5, rf) ein yenmderlicher Punkt 
im Innern Yon T, dann ist, nach den Ergebnissen der vorigen Vor- 
lesung, innerhalb des einfach zusammenhängenden Bereiches T die Inte- 
gralmatrix 

(1) {T)J{a^)dl + a^Jdri + ÖJ « (Ü,J 

eindeutig determiniert, d. h. ihre Elemente ü^^ sind eindeutige Funk- 
tionen der oberen Grenze (S, rf). Wenn wir dagegen den Integrations- 
weg nicht auf das Innere des einfach zusammenhängenden Bereiches T 
beschranken, sondern innerhalb T willkürlich lassen, so wird die Inte- 
gralmatrix im allgemeinen unendlich yieldeutig sein. Um den Zu- 
sammenhang dieser unendlich vielen Determinationen mit (ü^J herzu- 
stellen, betrachten wir an den beiden Ufern des Querschnitts l^ die 
Paare einander gegenüberliegender Punkte. Ein solches Punktepaar 
besteht aus zwei Punkten, die zwar topologisch wohl voneinander 
unterschieden sind, die aber dieselben Koordinaten (|, rj) haben. Es sei 
Ä ein Punkt auf dem negativen Ufer, Ä' der gegenüberliegende, B ein 
inderer Punkt auf dem negativen Ufer, B' der gegenüberliegende; 
wenn wir die Werte der eindeutig bestimmten Funktionen U^^ in den 
Punkten Ä, Ä\ B, B' durch w,-x(-4.) usw. bezeichnen, so folgt nach 
den Ergebnissen der vorigen Vorlesung: 

B 

A 

B' 

(«,,(JB'))-(M,,U')).(f )/(«Wd5 + «ll'di? + dj. 

A' 

Die innerhalb T von Ä bis B bezw. von A' bis B' zu erstreckenden 
Integralmatrizen, können z. B. längs zweier Kurven genommen werden, 
die dem negativen bezw. dem positiven Ufer des Querschnitts J;^ un- 
endlich benachbart sind, so daß also beidemal Punkte mit denselben 
Koordinaten (|, rj) durchlaufen werden. Diese beiden Integralmatrizen 
lind folglich identisch; d. h. wir erhalten: 

(u,,U))-^(ü,,(S)) ^ (ti,,U'))-Hü,,(B')); 
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es iflt folglich 

eine Matrix^ die yod der Wahl des auf den beiden Ufern Ton l^ se- 
ltenen Ponktepaares Ä, Ä bezw. By B' unabhängig ist D. h. wenn 
A^ Ä irgendein solches Punktepaar bedeutet, so ist stets: 

(2) («,,(^')) = (c(i))(ü,,U)). 

Bedeutet nun C^ einen von (^, i^^) nach (|, 17) hinf&hrenden, ganz 
innerhalb T yerlaufenden Weg, der den Querschnitt l^ und nur diesen 
Tom positiven nach dem negativen Ufer hin Qberschreitet, so ist 



(4. to) («0. n») -i 

=-(«.,u')).cJ; 



dagegen 



U-. «7) ^ (*-. »;) 



{üJ^{T)J^{T)ßc,ß 



(loi Vo) (^01 170) 

wo wir der Kürze wegen den unter den Integralmatriizeichen stehenden 
Ausdruck weggelassen haben. Wir erhalten folglich mit Rücksicht auf (2) 

(^0 1 >7o) 

überschritte der Integrationsweg den Querschnitt l^ in der Rich- 
tung vom negativen Ufer nach dem positiven hin, so wäre der Wert 
der längs diesem W^e erstreckten Integralmatrix (c^^J)''^{u^^)] all- 
gemein ergibt sich, daß die von (§0, ij^) nach (|, rj) auf einem beliebigen, 
innerhalb T verlaufenden Wege erstreckte Integralmatrix aus (ü^J 
hervorgeht, indem man (ü^ J von links her mit einer konstanten Matrix 
komponiert, die ihrerseits aus den 6 Matrizen 

(4) Wi>),---,W"x') 

und deren Inversen zusammengesetzt ist und nur davon abhängt, wie 
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of^ in welcher Reihenfolge und in welcher Richtung der Integrations- 
w^ die Schnitte 2^, . . ., Z^ überschreitet. 

Wenn die Fnnktionalmatrix (ö^ J von links her mit der konstanten 
Matrix (c,J komponiert wird, so sagen wir von der Matrix 



(^iJ («*<«) 



•f2'^<-'*-)' 



daB sie aus (ü^J durch Anwendung der linearen Substitution (c^J 

hervorgehe. Die Gesamtheit aUer linearen Substitutionen, die auf {u^^) 

anzuwenden sind, um alle Determinationen zu erhalten, deren die Inte- 

sralmatrix 

^ (f. v) 



ß 



fähig ist, wenn der Integrationsweg innerhalb T beliebig angenommen 
wird, bildet offenbar eine Gruppe G. Diese Gruppe enthält die Ge- 
samtheit aller Substitutionen, die aus den 6 Substitutionen (4) und 
ihren inversen in irgendeiner Reihenfolge komponiert sind; man 
nennt darum die Substitutionen (4) ein System von Fundamental- 
substitutionen dieser Gruppe G. 
Wenn fdr den Integrationsweg L 

(^) 

ist, so erhalten wir, indem wir L mit einem Wege C zusammensetzen, 
der von (|, tj) nach (l^, rj^) hinführt imd ganz innerhalb T verläuft, 
einen geschlossenen Weg innerhalb des (tf 4-1) fach zusammen- 
liängenden Bereiches T, der von (|q, rj^) ausgeht und zu diesem Punkte 
zurückkehrt. Offenbar ist dann (c.J nichts anderes als der Wert der 
auf diesem geschlossenen Wege genommenen Integralmatrix. Bier- 
nach hangt der Wert einer auf einem geschlossenen Wege genommenen 
Integralmatrix wesentlich von der Reihenfolge und der Richtung ab, in 
der jener Weg die Querschnitte überschreitet. Es verdient aber be- 
sonders betont zu werden, daß in unserer Theorie auch der Ausgangs- 
punkt (lo; Vo) ®uien wesentlichen Einfluß auf die Wertbestimmung der 
längs einer geschlossenen Kurve hin erstreckten Integralmatrix ausübt.^) 

*) Ffir das gewöhnliche Integral eines totalen Differentials RPd^ + Q<^^)i 
wo P« Q innerhalb T eindeutig und endlich sind, ist der Wert des über eine 
getchloBsene Kurve genommenen Integrals bekanntlich unabhängig von der Wahl 
des Ausgangspunktes. 
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bedeutet namlieh F irgendeineii Ton (^, i^q) ausgehenden geschloesenen 
ffeg innerlialb T und (^, 17^) einen Ton (^, i^q) Yerschiedenen Punkt 
Anf r, 80 ist, wenn wir 



r/- (y,«) 



setzen, die Ton (^, 17^) als Anfangspunkt längs F genommene Inte- 
gralmatrix 



und folglich, da 



ist. 



Ulf li) (4. *}o) (&» ni) 
(fiijh) (^L^ (4j>) (^iJiO 



(^if »h> C^i» »h) <^ *) («I» ^i> 

WO alle Integralmatrizen längs Stücken von F und zwar natürlich 
immer in einer und derselben von vornherein festgesetzten Richtung 
zu erstrecken sind. Wir haben also, wenn wir 



/■ 



setzen, 

(5) rJ=(T,J(y,.)(0-». 

(«1» nO 
Man sagt von der Matrix (T<J(y<J(r<J"S daß sie aus (y^J durch 
Transformation mit der Matrix ^x^^ hervorgeht. Natürlich muß 
die Determinante der transformierenden Matrix von Null verschieden 
sein. Matrizen, die auseinander durch Transformation hervorgehen, 
nennt man wohl auch ähnlich. Offenbar haben ähnliche Matrizen 
dieselbe Determinante; die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafür, daß zwei Matrizen ähnlich seien, werden wir später aufzustellen 
haben; diese Bedingungen sind für unsere Theorie von der größten 
Wichtigkeit. — Wir sehen, daß durch Änderung des Ausgangspunktes, 



GeBchlosBone Wege. Ähnliche Matrizen. 73 

aUgemein zu reden, der Wert der längs einer geschlossenen Kurve er- 
streckten Integralmatrix sich eben&lls ändert; alle diese yerschie- 
denen Matrizen sind jedoch untereinander ähnlich. 

Wenden wir die in bezug auf die geschlossenen Integral- 
matrizen (so sagen wir kurz statt Integralmatrix auf geschlossenem 
Wege) gemachten Bemerkungen auf die Gleichung (3) an, so erkennen 
wir, daß die zu dem Schnitte l^^ gehörige Fundamentalsubstitution 
(e|^2) ^^^^ ^ folgender Weise definiert werden kann. 

Bedeutet s^ einen von (|^, r^^) ausgehenden geschlossenen W^, 
der den Querschnitt l^^, und nur diesen, einmal in der Richtung yom 
positiven nach dem negativen Ufer hin überschreitet, so ist 



SxJ(^?^di + af)dri + (J,J - (c<i)). 



iUy <7a) 






Wir verlassen jetzt die allgemeine Theorie der komplet integrablen 
totalen Differentialsysteme (T) und wenden uns zu dem speziellen 
Systeme (R) zurück, das wir in der vorigen Vorlesung aus dem ge- 
wöhnlichen Differentialsyteme (B) (siehe S. 50) durch rein formale 
Trennung der realen und imaginären Teile gewonnen haben. 

Bezeichnen wir die 2n Größen 

in dieser Reihenfolge mit 

80 können wir das System (R) in der Form 

schreiben, wo dann die Koeffizientenmatrizen (o^j^), (a^^^) in leicht ver- 
Btandlicher Weise durch die folgenden Schemata dargestellt sind: 

(I, x = l, 2,. •,ii) /< = iH-l, -.SnX 



' \x = x + l,- -,2»/ 



yiy x = n + l, •••, 2n) 



Überdies hat das Sjsiaii (K) noch die besondere Eigenschafty in sich 
selbst übenogehen, wenn man 



durch 












eiseU: d. 
so steUt 


K 


warn 




tr^. ein Losangssrstan 


Ton ( B') bedentet, 



ein zweites Losongssystem dar. Wir können diese Eigensehaft als die 
inrolutorische bezeichnen, da die zweimalige Ausnutzung dersdboi 
auf die Identiüt fdhiL 

Es mögen nun die Koeffizienten a,^ des Srstems i B) in dem ein- 
&eh zusammenhangenden Bereiche 5 d«- komplexen x-Ebene mono- 
gene und holomorphe Funktionen der komplexen Yariabeln 
X sein. Dann sind die e^^, ß^^ icnerhalb 5 dndeutige und b^ebig oft 
difieraitiierbare Funktional der beiden realen Variabein |, i|. und es 
ist, rennoge der Monogeneitat der a^^: 



fr. ' er, 




,i. * = l. i ^mi 





Man übersieht nun soforl daß rermöge dieser Beziehungen die durch 
die obigen Schemata gegebenen aS^^. cf^ u\ x = !• i^ • . -, -»), wenn 
man 2m ^ m setzt, die als Integrabilitaisbedingungen beaachneten Be- 
lationoL i C» 'S. 54) befiriedigen. unser Sjstnn ( B') ist also komplett 
integrabel^ und wir können demnach alle för das allgnmne System (T) 
gefundenen Ergebnisse auf (W) anwenden. 

Ehe wir dies tun, machen wir nur noch «ne formale Bem^^nng, 
die nicht ohne Inteiesse ist 

Wir denken uns ein System ron der Form <B') gegeben, dessen 
Koeffizienten «*.^, «r J 1 1, x =- 1, 2, . . ., im\ durch gewisse 2»* reale 
Funktionen €^^, ß^^ ^^ x » 1« 2, . . .. m\ in der durdi die obigen Sche- 
mata bestimmten Weise dargestdh werden können. Wenn dann dieses 
System (B^ komplett integrabel ist, d. h. wenn seine KoefBaientesi die 
Bedingungen (C) erfSDan, so ist z. B für » ^ «^ * ^ ** 
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» = 1 

d. h. es ist 

^X ^PfX 

und ebenso folgt aus den übrigen der Bedingungen (C) 

a«<x ^ap.x . 

Es sind also die «i^ + j/— 1/3^^ (i, x = 1, 2, . . ., n) monogene Funk- 
tionen der komplexen Variabein | + ly]/ — 1, d. h. wir haben den Satz: 

Die aus den gewöhnlichen Differentialsystemen (B) 
mit komplexer unabhängiger Yariabeln und monogenen 
Koeffizienten durch Trennung der realen und imaginären 
Teile heryorgehenden totalen Differentialsysteme (R) sind 
die allgemeinsten komplett integrablen Differentialsysteme 
von der Form (R'), deren Koeffizienten in der Form der 
obigen Schemata darstellbar sind. 

Wir bilden uns nunmehr für das System (BT) die innerhalb des 
einfach zusammenhangenden Bereiches 8 eindeutig determinierte Inte- 
gralmatrix 

die sich in dem innerhalb S gelegenen Punkte (g^, %) auf (d,. J reduziert. 
Betrachten wir die durch die n ersten Horizontalreihen dieser Matrix 
dargestellten Integralsysteme 

(7) W^i, W,8,..., U\^^^, (. = 1,8, ,«) 

dann stellen nach einer oben gemachten Bemerkung auch 

« = 1, 2,.-, n) 

n Integralsysteme von (R') dar. Die 2n Integralsysteme (7) und (8) 
konstituieren aber zusammengenommen eine Integralmatrix von (R')^ 
die sich offenbar im Punkte {1^, tIq) auf (d,. J reduziert, und die folglich 
mit der Integralmatrix (w^^), wie sie durch (6) gegeben ist, identisch 
sein muß. Setzen wir also: 
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\ (»,jf,Jl«l, S, •..,11) 

SO können wir die Integralmatrix (6) durch das Schema 

w ("..) - (_;*" ."'-• ) 

darstellen. Da femer 

SO folgty wenn wir die Art nnd Weise beachten, wie sich die «<?; *^5 
durch die a^^, ß^^ ausdrücken, daß 

(10) >;^-?^, '-^—'-^. «....,..-... 

Die Elemente der Matrix 

(11) {yj - («,« + V^^vJ (*. .= 1. • • •. .) 
sind folglich monogene Funktionen der komplexen Variabeln 

die sich fBr den Punkt 

3^0 = 1« + /^=^% 
auf die Einheitsmatrix (^^^) reduzieren, und die Horizontalreihen der 
Matrix (11) stellen o£fenbar Lösungssysteme des Differentialsystems (B) 
dar. Wir schreiben die Matrix (11) in der Form 

X 

(12) (yJ-=(S)/K»da;+*J 

und nennen sie eine Integralmatrix des Systems (B). Die monogenen 
Funktionen y^^ sind natürlich innerhalb S holomorph, und wir haben 
somit die Existenz der dem Differentialsysteme (B) genügen- 
den monogenen und innerhalb S holomorphen Integralmatrix, 
die sich im Punkte Xq auf (d.J reduziert, in der Weise be- 
wiesen, daß die Zusammensetzung der Elemente dieser Matrix 
aus ihren realen und imaginären Teilen zur Eyidenz ge- 
bracht ist. 

Von einer realen Matrix mit (2 n)' Elementen tr^^, die aus den 
2n' realen Elementen 
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nach dem Schema (vgl. (9)) 



^i-n, X 



Kx) 






(i\«al,2, •••»J«) \ ^<, x-n W^_„, X-« 



/< = 1,2, .,n \ 
\x = ii + l,--,2«/ 



«, x = n + l, • -,2«) 



(',x = l,«, 



zusammengesetzt ist, wollen wir sagen, daß sie eine gespaltene 
Matrix sei, nnd daß sie aus der komplexen Matrix 

i^i^ + V^^i.) «,x-l.t,..,») 

durch Spaltung herrorgeht. — Für diese gespaltenen Matrizen gilt 
eine Anzahl interessanter algebraischer Sätze. Wir wollen hier nur 
einige Eigenschaften dieser Matrizen erwähnen, deren wir im folgenden 
bedürfen. 

I. Es seien 

(0-(y.x+ ^<x]/^^) \ 
(yJ-(w^x + ^ix"K^ ^ 

zwei komplexe Matrizen; dann ist die aus der komponierten Matrix 
C^ix) dfi«) durch Spaltung henrorgehende Matrix aus den beiden Matrizen, 
die aus (c^ J, (y^J durch Spaltung hervorgehen, in derselben Reihen- 
folge komponiert. — Eine Matrix, die aus gespaltenen Matrizen kom- 
poniert ist, ist selbst wieder gespalten. Der Beweis ist evident. 

IL Da die Einheitsmatrix (d^^) (i, x » 1, 2, . . ., 2n) gespalten ist, 
folgt nach I, daß die aus (c^J'^ durch Spaltung hervorgehende Matrix 
^e inverse der aus (c^J durch Spaltung hervorgegangenen Matrix ist. 
Die inverse einer gespaltenen Matrix ist selbst gespalten. 

in. Es sei 

(yj - (W^x +V^^^i.) (<,x, = l,2....,n) 

^ine monogene Matrix, d. h. ihre Elemente seien monogene Funktionen 
^r komplexen Variabein x^^ + )/— li^. Wenn dann die Deter- 
minante von (y^J nicht identisch verschwindet, so setzen wir, wie für 
i-eale Variable, 

i).(yJ-(yJ-^(^)- 

fieseichnen wir dann mit (ti',,,) (i, x == 1, 2, . . ., 2n) die Matrix, die 
ans (yi,) durch Spaltung entsteht, so geht 

■DjKx) aus i),(yj,), 

i),(«.,,) aus V^TZ).(y,J 

durch Spaltung hervor. 
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Nicht jede Integndmatrix des totalen DifferentüJsTstems (B') ist 
eine gespaltene Matrix; ron der Integralmatrix (ir, J, die f&r {i^, ii^ 
in die Eüüieitsmatrix übergeht, haboi wir nachgewieBen, daß sie ge- 
spalten ist, nnd im Sinne des Satzes I werden wir stats gespaltene 
Integralmatrizen erhalten, w&m wir < ir,.^ Ton links her mit oner be- 
liebigen konstanten und gespaltenen Matrix nichtrenchwinde&der 
Determinante komponieren. D. h. mit anderen Worten: 

Eine Integralmatrix ron (W), die sich für irgendeinen 
bestimmten Pnnkt (|^, i^p anf eine gespaltene Matrix reduziert, 
ist für jeden Pnnkt des Bereiches 5 gespalten. 

Bedeotet also tr^^r eine beliebige konstante, komplexe Matrix mit 
nichtrerschwindender Determinante, so ist die ans 

durch Spaltung herrorgehmde Matrix die allgemeinste gespdteiie Inte- 
gralmatrix Ton (^"^ und folglieh ist (13) selbst die allgemeinste Inte- 
grafanatrix des komplexen DifferentialsTsiems 

Mit Bücksicht auf den Satz IQ fcdgt nunmehr, daß die in der 
zweiten Torlesung für reale Variable abgeleiteten Begeln 
fT) — (XI) ohne weiteres auch für komplexe Variable gültig 
bleiben, wenn wir uns auf das einfach zusammenhaBgende 
Gebiet S beschrinken. innerhalb dessen die Koeffizienteii 
a.^ des Systems ( B) holomorph sind. 

Ferner folgt aus den für die komplett integrabkn totalen Diffe- 
rentialsTsteme bewiesenen Sitzen in Verbindung mit den Sitaea I, ü^ 
dafi für die Integralmalrizen des komplexen Systems (B) die folgenden 
Sitze gelten: 

1 > Warn die KoefiSzientai a., itm (B) in dem mriir&di zosammen- 
hingenden Bereiche T holomorph sind,*) und wenn wir unter der 
längs einer die Punkte x^ und x rerbindenden Kurre C ge- 
nommenen komplexen Integralmatrix 



*" Danmttr ist dMs Folgcniie m TcniriMa. I>im m^^ üad iiiiiW ia ds Ui 
sebiw jeder eiiizehie& SteDe you T holonorph od iweitem ia T w^EtM^ 
deniuL d. h. sie eiieid«B kebie Watibidcnng. wma die asabULigig« TariabLe x 
esBcn' h^äMgm gesMomemm Wcp macxbilb T Ua^reibc. — Aw der Holo- 
BLorpiiie in der Umgebang jeder Stelle Ton T folgt ~ vom T mahjAA 
nd i«t — nfich aiciit die HoIoBorpiiie ia T. — 
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Cj{a,,dx + SJ 



diejenige komplexe Matrix verstehen^ ans der die Matrix 

(ijj?) 



Cj(«(0rfg + a^dri + d, J, 



J7 

die zu dem Systeme (R') gehört, durch Spaltung herrorgeht, so ist 
(14) rj?a,,da: + <J,J = (<J,J, 

wenn die geschlossene Eunre F die yollständige Begrenzung eines ein- 
&ch znsammenlungenden Teilbereiches von T ausmacht. 

2) Bedeutet C eine die Punkte Xq, rr_ verbindende ganz innerhalb 
der einfach zusammenhängenden Fläche T genommene Eurre, so ist 

X X 

iSu) - Cj(a,jx + d, J = (T)j\a,Jx + d, J 

«b *o 

Ton der besonderen Wahl der Eurve C unabhängig, die y^^ sind also 
iimerhalb T eindeutig determinierte Funktionen der oberen Gh-enze x. 
In g^^fiberli^enden Punkten Ä, A' des negativen bezw. positiven 
üfeiB von li unterscheiden sich die Werte von (y^J durch eine längs 
des ganzen Querschnitts 2^ unveränderliche, links komponierende kon- 
stante Matrix (cj^)), so zwar, daß: 

(16) (yixUO) = Wi))(y,,U)) 

ist 

3) Bedeutet C^ einen von x^ nach x hinfährenden; ganz innerhalb 
T Yerlaufenden Weg, der den Querschnitt 2^ und nur diesen einmal 
in der Richtung vom positiven nach dem negativen Ufer hin über- 
schreitety so ist 

(16) cJ(«,xd^ + *.x) = (<^iO(yJ- 

überschreitet der Integrationsweg den Schnitt 2^ in der entgegenge- 
setzten Richtung; so tritt an die Stelle von {d^^) die inverse Matrix 
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Wx)~^- Allgemein geht die längs eines beliebigen innerhalb T ver- 
laufenden, die Punkte x^j x verbindenden Weges erstreckte Integral- 
matrix 

X 

aus (y,J durch Anwendung einer linearen Substitution her- 
vor*), die nur von der Reihenfolge und der Richtung abhängt, in der 
jener Weg die Schnitte Zj, . . ., l„ überschreitet, und die aus den 6 Ma- 
trizen oder Substitutionen 

(18) m,--;m 

und deren inversen komponiert ist. Die Gesamtheit aller Substitutionen, 
die auf diese Weise zum Vorschein kommen, ist offenbar mit der Ge- 
samtheit derjenigen Substitutionen identisch, die aus den 6 Funda- 
mentalsubstitutionen (18) und deren inversen auf irgendeine Weise 
komponiert sind; diese Gesamtheit bildet eine Gruppe Gj wir nennen 
sie die zu dem Bereiche T gehörige Monodromiegruppe der Inte- 
gralmatrix 



(T)ßa,,dx + dj - (y, J. 



Die Element« dieser Integralmatrix sind also, allgemein zu reden^ 
unendlich vieldeutige Funktionen von x, die verschiedenen Deter- 
minationen von y^y sind in der Form 

n 

darstellbar, wo (c^J irgendeine Substitution der Gruppe G bedeutet, 
und wir können sagen, daB diese Determinationen den verschiedenen 
Integrationswegen entsprechen, längs denen die Integralmatrix (17) er- 
streckt werden kann. Dabei sind zwei von x^ nach x fahrende Inte- 
grationswege dann als nicht voneinander verschieden oder äquivalent 
zu betrachten, wenn sie durch stetige Deformation innerhalb T 
ineinander übergeführt werden können, oder mit anderen Worten, wenn 
sie die Querschnitte !i, . • .; ^a ^ derselben Reihenfolge und in derselben 
Richtung überschreiten. 

•) Vgl. S. 71. 
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4) Die Fondamentalsubstitutionen (cj^^) sind nichts anderes als die 
Werte der längs der von Xq ausgehenden geschlossenen Kurven Sx er- 
streckten Integralmatrix, 



(19) 



(.h)ßaiJ^ + *.-.) = «% (^-M.- • .») 



-wo $1 den Querschnitt l^ und nur diesen in der Richtung vom posi- 
tiTen Ufer nach dem negativen hin überschreitet. Bedeutet F irgend 
eine von x^ ausgehende und innerhalb T verlaufende Km-ve, so ist 

(20) rßa,jx + dj^ic,,) 

eine Substitution der Gruppe G, und umgekehrt kann jede Substitution 
iron G durch eine solche geschlossene Integralmatrix dargestellt 
ifrerden. Hiemach ist klar, daß die Substitutionen von G nichts 
anderes sind, als die Gesamtheit der Wertmatrizen, deren die unendlich 
Tieldentige Matrix (17) im Punkte Xq fähig ist. 

Da der Wert der längs F erstreckten Integralmatrix, nach einer 
f&r die Integralmatrizen totaler Differentialsysteme gemachten Bemer- 
kung (siehe oben S. 71), noch wesentlich von der Wahl des Ausgangs- 
punktes Xq abhängt, so ist ohne weiteres klar, daß auch die Gruppe G 
selbst von dem Punkte x^ abhängig sein wird. Um die Art dieser 
Abhängigkeit festzustellen, verfahren wir, wie folgt: 

Es sei x^ ein von x^ verschiedener Punkt innerhalb T; wir bilden 
uns dann die innerhalb des einfach zusammenhängenden Bereiches T 
eindeutig determinierte Integralmatrix 

X 

iT)ßa,Jx + dj = a J. 
Durch Anwendung der Regel (VII) (S. 28) folgt 

(21) ivJ - (T)ßa,Jx + äj . (y,,); 
Beizen wir also 

(22) (T)ßa,Jx + d,;) = ie,,), 

SO geht die Integralmatrix (^^ J aus (y^ J durch Anwendung der linearen 
Substitution («^J hervor. — Es bedeute nun JT eine von x^ aus- 

Sehletinger, Un«an Differentialgleichangen. 6 
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gellende geschlossene Kurve, die die Querschnitte i^, . . ., i^ im gleichen 
Sinne und in derselben Reihenfolge überschreitet^ wie die Ton x^ aus- 
gehende geschlossene Kurve T; dann können die Kurven F, f durch 
stetige Deformation innerhalb T ineinander übergefElhrt werden. Ver- 
binden wir dann Xq mit x^ durch eine ganz in T verlaufende Kurve, 
so ist 

also mit Rücksicht auf (22) und auf die Regel (EX) (S. 30) 

*i «b 

Nun stellen die längs der verschiedenen von x^ aui^henden Kurven 
r* erstreckten Int^pralmatrizen die Substitutionen der Monodromie- 
gruppe G' der Integralmatrix 



(Vi.)H^ßa,J'^ + iJ 



ebenso dar, wie die längs aller möglichen Kurven F erstreckten Inte- 
gralmatrizen die Substitutionen der Monodromiegruppe G von (y^J. 
Wir können also sagen, daß die Substitutionen von G' aus 
den entsprechenden Substitutionen von G durch Transfor- 
mation mit der Matrix (£^J hervorgehen. D. h. mit anderen 
Worten: 

Wenn der A^emgspunkt x^ innerhalb der einfach zusammen- 
hangenden Flache T in eine neue Lage x^ verschoben wird, so ver- 
wandelt sich die Monodromiegruppe G in eine Ghnppe G\ die aus G 
durch Transformation mit der Substitution (22) hervorgeht.*) 

Wir wollen nun weiter untersuchen, ob die Ghnppe G von der 
Wahl des unseren Betrachtungen zugrunde liegenden Querschnittsystems 
hy - ' 'fh abhängt Durch die Art und Weise, wie wir dieses Schnitt- 
sjstem (S. 68) eingeführt haben, ist dasselbe nämlich noch keineswegs 
eindeutig bestimmt. Allerdings werden wir zwei Schnittsjsteme 
li,...,la luid h'j'-'fh' ^ nicht wesentlich voneinander ver- 
schieden anzusehen haben, für die jedes 1/ aus dem entsprechenden 



*) D. h. deren Substitationen anB den Sabstitntionen von G auf die angegebene 
Weise hervorgehen. 
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li durch stetige Deformation innerlialb T hervorgeht^ da in diesem 
Falle ein Weg^ der die Schnitte l^,. . .l„ in einer bestimmten Reihen- 
folge und in bestimmtem Sinne überschreitet, die Schnitte li',. . ., IJ in 
derselben Reihenfolge und in demselben Sinne überschreiten wird. Aber 
auch der wesentlich yoneinander yerschiedenen Schnittsjsteme gibt es 
dann noch eine unendliche Mannigfaltigkeit, zumal wenn wir fQr das 
Sehnittsystem jetzt keine weitere Voraussetzung machen als die, daß 
es aus 6 Schnitten bestehen und T in eine einfEich zusammenhangende 
Flache zerschneiden soll. Es sei denn il^, . . ., A^ ein solches von 
l^j. . .ylg verschiedenes Sehnittsystem, und es möge 0^ eine von x^^ aus- 
gehende geschlossene Kurve bedeuten, die den Schnitt X^ und keinen 
mderen der Schnitte il^, . . ., A^ einmal vom positiven nach dem nega- 
tiven Ufer hin überschreitet. Dann ist 



(23) 



^J («ix^^ + *.x) - W5) (^= ^•*' • ••-) 



eine Substitution der Gruppe G, und wir erhalten die Darstellung 
dieser Substitution durch die (cj^^), . . ., {cffj), indem wir verfolgen, in 
welcher Reihenfolge und in welchem Sinne der Weg 6^ die Schnitte 
Ii, . . ., 2^ überschreitet. Hiemach sehen wir zuvörderst, daß die aus 
den Substitutionen (23) als Fundamentalsubstitutionen komponierte 
Chruppe F in der Oruppe G enthalten ist. Umgekehrt können wir 
aber auch die ((^*J) durch die Substitutionen (23) darstelleu, indem 
wir zusehen, in welcher Reihenfolge und in welchem Sinne die ge- 
schlossenen Wege 8^ die Schnitte ^, . . ., A^ überschreiten. Daraus folgte 
daß JTmit G identisch ist, und daß die Substitutionen (23) nur ein anderes 
System von Fundamentalsubstitutionen derselben Gruppe G bilden. 

Die Ghruppe G ist demnach von der Wahl des Schnittsystems 
unabhängig; dagegen entsprechen verschiedenen Schnittsystemen ver- 
schiedene Systeme von Fundamentalsubstitutionen dieser Gruppe. 

Wenn z. B. das neue Schnittsystem il^, . . ., A^ auch so beschaffen 
ist^ daß X^ einen Punkt von a, mit einem Punkte von a^^^ verbindet^ 
wobei aber die Aufeinanderfolge der Treffpunkte der A^, . . . A^ mit 
a^^j nicht gerade dieselbe sein muß, wie für das Schnittsystem 
Iiy...2^, so kann der Übergang von 2i,..., ^a ^^ einem beliebigen 
Systeme il^, . . ., A^ von dieser Art in folgender Weise bewirkt werden. 

Wir betrachten zwei aufeinander folgende der Schnitte lii*-,la, 
etwa I,y K+i' Uann denken wir uns einmal den Schnitt l^^^ nach 
links hin über {, hinübergeschlagen, so daß er in die Lage Z/^ ^ (siehe 
die Figur 4 a) kommt, und betrachten das System 
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als das neue Schnittsystem. Das andere Mal denken wir uns l^ über 
l^^i hin, also nach rechts, hinübergeschlagen, so daß 2, in die Lage 
Z/' (siehe die Figur 4 b) kommt und betrachten jetzt 




Fig. 4 a. 




Fig. 4b. 
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als das neue Schnittsystem. Es treten dann an die Stelle der einfachen 
Wege 5y, 5^^j die neuen Wege sj, 5^'^^ beziehungsweise s/', s'i+i (siehe 
die Figur), wahrend alles andere ungeändert bleibt. Nun ist (vgl. die 
Figur)») 









*0 



Durch diese Änderungen des Schnittsystems tritt also an die Stelle 
der Fundamentalsubstitutionen (cj*)), (cj^+^O 

im FaUe (L): «;+«), («<;+»)) (c(;))(c(;+^))-S 

im FaUe (R): (c(;))->(c(;+»))(c<;)), (c«;)), 

während alles übrige ungeändert bleibt. — Es ist nun leicht einzu- 
seheUy daB sich durch wiederholte Anwendung der Änderungen (L) 
und (R) der Übergang von l^y . . .,l„ zu jedem Schnittsysteme >l,,...,>l^ 
Yon der in Rede stehenden Art bewirken läßt. Die Gesamtheit dieser 
Überj^ge bildet also eine Gruppe, die aus den beiden Übergängen 
(L) und (R) als Fundamentaloperationen komponiert ist. — Eine Unter- 
gruppe dieser Gruppe wird erhalten, wenn wir nur die Übergänge zu 
solchen Schnittsystemen in Betracht ziehen, für die die Aufeinander- 
folge der Mündungspunkte auf a„^^ dieselbe ist, wie für das System 
Jj, . . ., I^; auf diese Untergruppe kommen wir bei späteren Unter- 
suchungen zurück. 



*) In der Figur ist der Anfangspunkt x^ so gewählt, daß die Überschlagungen 
nieht über ihn hinweg erfolgen; dies ist in Übereinstimmung mit der auch oben 
getroffenen Festsetzung, wonach bei einer Änderung von x^^ diese Änderung stets 
inneriuJb der zerschnittenen Fläche erfolgen soll. 



Sechste Vorlesnng. 

Taylorsohe Beihenentwioklnng der Integrale. HiatoriBOhes. Kon- 
vergensbeweis. Außerweaentlioh aingnlftre Punkte der Integral- 
matrix. Isolierte singnlftre Punkte, in deren Umgebung die Koeffi- 
zienten eindeutig sind. Oauohysohe Systeme. Systeme mit kon- 
stanten Koeffizienten. Erledigung des Falles ungleicher Wurzeln 
der oharakteristisohen Gleichung. Anwendung. Fundamentalglei- 
chung. Kanonische Integralmatriz. 

Es bedeute wieder S einen einfach zusammenhängenden Bereich^ 
innerhalb dessen die Koeffizienten des Differentialsystems 



(B) S-^' 



monogene und holomorphe Funktionen der komplexen Variabein sind. 
Dann haben wir gezeigt^ daß die Elemente der Integralmatrix 

X 

die sich für x ^ x^^ auf die Einheitsmatrix (d^ J reduziert^ innerhalb S 
ebenfalls holomorph sind. Nach den in der zweiten Vorlesung be- 
wiesenen Sätzen, die sich direkt auf die totalen Systeme und dadurch 
auf das komplexe System (B) übertragen lassen, ist nun jedes Inte- 
gralsystem y^, . . ., y^ von (B) in der Form 

(1) y.-(hyin + '" + <^nyn^ 

darstellbar, wo c^, . . ., c^ Eonstanten bedeuten. Handelt es sich also 
z. B. darum, ein Integralsystem y^, . . ., y^ von (B) zu finden, das im 
Punkte Xq die vorgeschriebenen Anfangswerte 

annimmt, so ergibt sich, wenn wir in (1) für x den Wert Xq einsetzen, 
einfach 
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also das gesuchte Integralsystem in der Form 

(2) y^-viyin + '' + Vnyn.' 

Denken wir uns um Xq einen Kreis beschrieben, der ganz inner- 
halb S liegt, also, wie wir sagen können, bis zum nächsten singu- 
lären Punkte der Funktionen a^^ reicht, und sei r der Radius 
dieses Kreises, so sind zunächst die a^^ nach dem Taylorschen Satze 
in der Form 

00 

■(3) «., = 2'«J«(^-^o)' 

in Reihen entwickelbar, die innerhalb jenes Kreises, d. h. fiir 

I X — iTo I < r 

konvergieren. Innerhalb desselben Kreises sind aber auch die y^^ 

nach positiven ganzen Potenzen von x — x^ entwickelbar, da die y^^ 

dort, wo die a^^ holomorph sind, ebenfalls holomorph sein müssen; 

es sei 

(4) y,« - «ff + *i»(« - a^,) + *ff (^ -x,)' + --- in inf. 

Dann können wir die Koeffizienten dieser Integralreihen in sehr ein- 

fiicher Weise berechnen, indem wir die Reihen (3) und (4) in die 

identische Gleichung 

einsetzen und beiderseits die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von 
x — Xf^ miteinander vergleichen. Es ergibt sich zunächst 

und folglich durch Gleichsetzen der Koeffizienten von (x — x^y auf 
beiden Seiten 

(5) (1.+ i)(*<r •)) - (a<»))(«i;>) + (a»))(«<r'0 + • • • + W;')W^')- 

(r = 0,l,2,. •) 

Da die Matrix der Werte der y,.^ im Punkte x ^ Xq die Einheitsmatrix 
isty so haben wir 

(6) (a - (*ff), 

und hiemach liefert die Rekursionsformel (5) für v =- 0, 1, • • • dei 
Reihe nach die folgenden Koeffizientenmatrizen {b[^^), (jb^^jI), - - -, und 
zwar in der Form 

(7) v(*w) - W«)|(«<;-«) + w»o Wr *') + • • • + (T^ ««')')• 



88 Sechste Vorlesung. 

Die £[^) erscheinen also in der Form von Ausdrücken, die sich aus den 

durch bloße Addition und Multiplikation mit positiven numerischen 
Koeffizienten zusammensetzen. 

In der historischen Entwicklung der Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichung haben diese Rekursionsformeln insofern eine bedeut- 
same Rolle gespielt; als der Beweis für die Existenz der Lösungen 
wesentlich auf diese Formehi gegründet wurde. Nach dem Vorgänge^ 
wie Cauchj fQr ein beliebiges System von Differentialgleichungen 
erster Ordnung, dessen Koeffizienten in der Umgebung von x ^^ Xq 
holomorph sind, die Existenz der in einer gewissen Umgebung von 
X ^ Xq holomorphen Integrale nachgewiesen hatte, verfahr nämlich 
Fuchs in seiner für unsere Theorie grundlegenden Arbeit*) wie folgt. — 
Setzt man für ^i, • . •; y« ganz formal die Reihen an 

(8) y.-V. + 4** (^ - ^o) + *S?' (^ - ^o)' + • • • in inf. 

und führt diese, indem man gliedweise differentiiert, in das System (B) 
ein, so erhlllt man, wenn man die Anfangswerte i;,, ...,77^ als gegeben 
ansieht, für die s^J-^, 6^^\ . . . Rekursionsformehi, indem nämlich 

(9) e^;)^r,,s[^) + f),e^^l + --- + r,,^l 

gefunden wird. Es gelingt nun nachzuweisen, daß die mit diesen 
Größen als Koeffizienten gebildeten Reihen (8) jedenfalls in demselben 
um Xq beschriebenen Kreise mit dem Radius r konvergieren, wie die 
Entwicklungen (3) der Koeffizienten a^^, daß also die Reihen (8) inner- 
halb dieses Kreises holomorphe Lösungen des Systems (B) darstellen. 
Den Konvergenzbeweis liefert Fuchs, indem er den von Cauchy für 
den analogen Beweis im Falle eines beliebigen DiffereDtialsystems 
aufgestellten calcul des limites in eigenartiger Weise dem Falle 
des linearen Systems anpaßt.**) Während nämlich durch das Cauchy- 
sche Verfahren für ein beliebiges Differentialsystem nur gezeigt 
werden kann, daß die formal aufgestellten und das System befriedigen- 
den Potenzreihen in einer gewissen endlichen Umgebung des Punktes x^ 

*) Programm der Berliner Gewerbeschule 1865, Grelles Jonmal Bd. 66, S. 181, 
Werke Bd. I (1904), S. 159. Fuchs betrachtet eine lineare Differentialgleichimg 
fi^ Ordnung, was aber, wie wir sehen weiden, im wesentlichen auf dasselbe 
hinaus kommt wie ein System von n Gleichungen erster Ordnung. Auf solche 
Systeme haben dann Sauvage u. A. das Fuchs sehe Verfahren übertragen. 

^ Sp&ter haben andere Mathematiker (siehe z.B. Frobenius, Grelles Journal 
Bd. 76, 8. 214) Eonvergenzbeweise geliefert, die sich unmittelbar auf das durch 
die Rekursionsformel dargestellte Koeffizientengesetz stützen. 
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konvergieren; besteht eben die von Fuchs angegebene Modifikation 
darin^ daß durch dieselbe für das lineare System^ als Eonvergenz- 
bereich jener Reihen (8), gleich derjenige Kreis festgestellt wird, inner- 
halb dessen die Konvergenz der Koeffizientenreihen (3) stattfindet. 
Darans folgt nun mit Hilfe des Prinzips der analytischen Fortsetzung, 
daß die Lösungen linearer Differentialgleichungen in einem einfach 
zoBammenh'ängenden Holomorphiebereiche der Koeffizienten ebenfalls 
holomorph sind, oder mit anderen Worten, daß die Lösungen des 
linearen Differentialsystems (B) nur an jenen Stellen Singu- 
laritäten besitzen können, wo mindestens einer der Koeffi- 
zienten a^^ selbst singulär ist. Für nichtlineare Differential- 
gleichtmgen gilt ein analoger Satz im allgemeinen nicht, indem sich 
nämlich zeigt, daß die Lösungen auch an solchen Stellen singulär 
werden können, wo die Koeffizienten holomorph sind, wo aber ent- 
weder einzelne der Lösungen unendlich oder unbestimmt werden, oder 
wo dies für die Derivierten jener Lösungen der Fall ist. Diese Singu- 
laritäten hängen wesentlich von der Wahl der Anfaugswerte ab; man 
nennt sie darum nach Fuchs verschiebbare singulare Stellen. 
Für lineare Differentialsysteme ist also das Auftreten solcher verschieb- 
baren Singularitäten ausgeschlossen. 

Wir haben, und zwar einmal durch das Verfahren der sukzessiven 
Approximation, dann aber durch die Betrachtimgen der fünften Vor- 
lesung die Existenz der Lösungen unseres Differentialsystems (B) und 
zugleich den eben erwähnten Fuchsschen Satz ganz direkt bewiesen; 
gleichwohl halten wir es nicht für überflüssig, hier einen von diesen 
Prinzipien unabhängigen Konvergeuzbeweis für die Reihen (8) bezw. (4) 
anzugeben, der sich zwar auch, wie der Fuchs sehe, auf das dem 
calcul des limites zugrundeliegende Prinzip der Reihenvergleichung 
stützt, jedoch durch die Benutzung einer von L. Fejer*) angegebenen, 
von der Cauchy sehen verschiedenen Vergleichsfunktion (fonction 
majorante) in äußerst einfacher Weise zum Ziele führt. 

Es sei a^*) eine positive Größe, die gleich ist dem w fachen des 
größten unter den absoluten Beträgen der n^ Elemente c^^), dann ist 
zufolge der Ungleichung {ß) der dritten Vorlesimg (S. 41) 

£(1) = £(0) . a(0)^ 

wo £^^) »- 1, keinesfalls kleiner als der größte unter den absoluten 
Betragen der Elemente der Matrix 

*) Comptes BenduB, 1906^ t. 148, S. 957. 
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Definieren wir allgemein durch die Rekursionsformeln 

(10) (i; + 1) f(-+i) - £(«)«(-) + fWo^^-i) + . . . + 6Wa(«) 

positive Größen €^% so folgt ebenso durch Vergleichong mit der Re- 
kursionsformel (5)^ daß £<*'+^> nicht kleiner ist als der größte unter 
den absoluten Betragen der »* Elemente «J^"^^^. — Nun ist zufolge der 
elementaren Eigenschaften der Potenzreihen die Reihe 

(11) aW + a(i)(x-rCo) + a^'K^-^o)* + • • • in inf . 

in dem Kreise mit Radius r, innerhalb dessen die Reihen (3) konver- 
gieren, ebenfalls konvergent. Femer ist die Reihe 

(12) 1 + €^'^{x^x^) + 8^^(x-x^y + . . . in inf. 

zufolge der Rekursionsformel (10) nichts anderes als die Entwicklung 
der Funktion 

X 

/(a(0)-(-a(l)(*— a^)H ininf.)i«« 

(13) 9 = «-. 

also ebenfalls für \x — XQ\<,r konvergent.*) Aus der Konvergenz von 
(12) folgt aber die Konvergenz der n* Reihen (4), da^ wie bemerkt 
wurde, 

mod *<;) ^ £(") 
ist. 

Betrachten wir einen mehrfach zusammenhängenden Bereich T, 
in dem die Koeffizienten a^^ holomorph sind, und in diesem den Punkt 
X =« Xq, so haben wir in der Umgebung von x^ (d. h. innerhalb des 
größten um Xq beschriebenen Kreises, der noch ganz in T liegt) die- 
jenige Integralmatrix (y,J, die sich filr x ^ Xq auf (d^ J reduziert, 
einmal in der Form 

(14) (Jfu)-jia,.dx + dj, 

WO die Integration auf einem beliebigen, ganz in jener Umgebung ver- 
laufenden Wege zu erstrecken ist, und das andere Mal in der Form (4) 



*) Die Funktion (13) genügt der linearen Differentialgleichung erster Ordnung 

^ « [«(0) + „(1) (X — a;^) + . . . in inf.] ^. 
dx 
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dargestellt. Denken wir uns nun die Potenzreihen (4) auf einem inner- 
halb T yerlauf enden Wege C analytisch fortgesetzt, so werden die 
durch diese Fortsetzung erhaltenen Reihen die Entwicklungen der 
Elemente der auf dem Wege C genommenen Integralmatrix (14) liefern. 
Es kann sich aber wohl ereignen, daß wir durch analytische Fort- 
setzung der Reihen (4) zu Punkten x gelangen können, die überhaupt 
nicht mehr dem Holomorphiebereiche der Funktionen a^^ angehören, 
obwohl daselbst die aus den Reihen (4) entspringenden Integralfunk- 
tionen selbst holomorph sind. Von dieser Erscheinimg kann man 
sich durch die folgende Überlegung Rechenschaft geben. — Für alle 
Punkte Xy die innerhalb des Holomorphiebereiches der Funktionen a^^ 
gelegen sind, ist nach der Jacobischen Gleichung (8) der zweiten 
Vorlesung (S. 21) 

X 

(I, X = 1, «, • • , n) 

die Determinante | y,.^ | hat also für alle Punkte, wo die a^^ holomorph 
sind, einen von Null verschiedenen Wert. Umgekehrt folgt aus der 
Darstellung 

(16) (aJ"i>Jy.J = (yJ-^(%^) 

der Koeffizientenmatrix durch die Integralmatrix, daß für diejenigen 
Punkte, wo die y^^ holomorph sind und die Determinante {y^^j nicht 
Terschwindet, auch die Koeffizienten a^^ holomorph sein müssen. Da- 
gegen wird ein Punkt, in dessen Umgebung die y^^ holomorph sind, 
in dem aber die Determinante ly^^j verschwindet, notwendig ein 
singulärer Punkt der Koeffizienten a,„ sein. Über die Natur 
einer solchen Singularität können wir sofort das Folgende feststellen. 
In der Umgebimg der betreffenden Stelle x = a ist die Determinante 
|y<xl jedenfalls holomorph, also in der Form 

ly^x! = «/^-ö)^ + «^+1 {x-ay^^ + . . . in inf 
entwickelbar, wo die ganze positive Zahl ^ ^ 1 ist. Man kann folglich 
eine Umgebung von a so abgrenzen, daß innerhalb dieser Umgebung 
keine andere NullsteUe von |y,.^| liegt. Femer folgt aus der Dar- 
stellung (16), daß die a^^ im Punkte x ^ a nur von endlicher ganz- 
zahliger Ordnung unendlich werden können, d. h. in der Umgebung 
von X ^ a den Charakter rationaler Funktionen haben. Die in Rede 
stehenden Singularitäten sind also isolierte Pole der Koeffizienten 
a^^. Wir sagen nach Weierstraß von einem isolierten Pole der Koeffi- 
zienten a^y, in dessen Umgebimg die Lösungen des Differentialsystems 



<f2 Seichme 

hrAomf.Tpk scd. daS er esn au8erwe«entlick suigiilärer Punkt 
Cef Differeiitial§Tsteins oder der Istegralmatrix ißg^ seL 

AügeBon zn reden, wird ein isolierter Pol der Koefibienten a,-, 
€33ie fiöigiifiiie Stelle der Losimg<eii sem. Um rorent mdit über- 
fiuflBgerveise za wpmalimenm. stdlen wir hbs Jetzt die folgende 

Ei sei X » a ein Punkt, um den eicli ein Beradi 9 so abgrenzen 
ÜAt, djiA die Koeffizienten a^^ in der Umgebong jeder itm a Ter- 
«döedenen Scdle dieses Befciehes holomorph und überdies in der Um- 
gebnag ron a selbst emdentig siitd. Die ü^^ sind dann in der Um- 
gebung Ton X — a nach Laurentschen B€ihen. d. h. in der Form 



17 



I. = ^'c • X — 



entwickdbar. Wir soeben das Verhalten der Losungen unseres Diffe- 
rentialsmenis in dca* Umgebung der singuBren Stelle x = a zu er- 
gründen. 

Denken wir uns deo Punkt a durch eine unendlich Ueine Kurre^ 
die wir seihst wieder mit a bezeichnen, ausgeschlossen, und bezeichnen 
wir die äuBere Begrenzung des Bereiches S durch a, so haben wir 
also einen Ton a und a' begreczt^i zweifach TTifnmmi^hingpndpn 
Bereich ä, innerhalb dess^i die Koeffizienten a,^ holomorfdi sind. Sei 
x^ ein Punkt Ton 9 urd denken wir uns «mi Schnitt / gd^gt, der 
einen Punkt ron a mit a rerbindet, also den Beraeh 9 in einoi 
einfach zoBammenhingeDdai Bereich 9 Terwandett, so ist die Integrml- 



•l^J ^..^«(«)/^«i.rf'^*..^ 



innerhalb 9 eindeutig bestimmt. Bedeutet s einen Ton x^ ausgehenden 
geschlossen«! Weg, der den Schnitt / dnmal in der Bichtui^ yom 
positiTeD nadi dem negatiTOi Ufi^ überschreitet^ also den Punkt a so 
umkreist^ daß dieso* Punkt zur Linken U^bt^ so ist 

(19) ^O-yK.rf' + 'i«) 

eine wKddbestimmte konstante Matrix^ und wenn wir die Integral- 
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ß 



auf einem Wege erstrecken, der den Sclinitt l einmal in der Richtung 
Tom positiven Ufer nach dem negativen hin überschreitet, so ist diese 
Integralmatriz gleich (c^J (y,x)- ^^ anderen Worten, es erleidet die 
Integralmatrix (y^ J die Substitution (c^^), wenn x den Punkt a einmal 
im positiven Sinne umkreist. 

In dem speziellen Falle tt — • 1, wo wir es also mit einer Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung 

(20) S-y.-«" 

SU tun haben, wo also 

X 

%Ja^dx 

ist^ multipliziert sich y^^, wenn x einen Umlauf im positiven Sinne um 
den Punkt a vollzieht, einfach mit der Eonstanten 



•ßhi<i* 



Der Wert des im Exponenten von e auftretenden geschlossenen Inte- 
grals ist aber nach bekannten Sätzen nichts anderes als 

Xo 

Bilden wir uns also die Hilfsdifferentialgleichimg 

80 wird die Lösung 

9ii =- (^ - «)"^^ 

dieser Gleichung sich mit derselben Eonstanten q^ multiplizieren wie y^^, 
wenn x einen Umlauf im positiven Sinne um a vollzieht; es wird 
folglich der Quotient 

eine in dem Bereiche 91 holomorphe Funktion von x sein, die dem- 
nach in der Umgebung von x =^ a in der Form einer Laureutschen 
Reihe: 
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q>ix)-^4t>(x-ay 



darstellbar ist. — Wir finden also durch diese Überlegung das — 
natürlich auch direkt zn verifizierende — Resultat, daß das Integral 
y^ in der Umgebung des singularen Punktes x ^ a in der Form 

y„-(x-a)-i*r'>2'*ilK^-«)' 

»= — eo 

analytisch darstellbar ist, wo man den Zweig der Potenz (x — a)**" 
geeignet zu wählen hat. 

Wir versuchen nun, diesen Gedankengang auf den allgemeinen 
Fall eines beliebigen n zu übertragen. 

Wenn es gelange, eine explizite angebbere Funktionalmatrix (jq^^ 
mit nichtverschwindender Determinante zu finden, die in 

Kx) (%x) 

übergeht^ wenn x den Punkt a im positiven Sinne umkreist^ so würden 
die Elemente der Matrix 

(9J-'(y*.)=(v<x(^)) 

in der Umgebung von a eindeutig, also, wenn die 9^^ innerhalb S 
keine singulare Stelle haben und ihre Determinante | %^ \ daselbst stets 
von Null verschieden ist, innerhalb 31 holomorph, d. h. in der Um- 
gebung von ar = a nach Laurentschen Reihen 

(22) 9',xW-2'*'«('^~")' 

Vss — OD 

entwickelbar sein. Wir hätten demnach für (y^J die analytische Dar- 
stellungsform 

(23) {yj = (9,,) ( J* Bi'Jix - ay\ , 

die der für is = 1 gefundenen ganz analog ist. 

Wir wollen nun zeigen, daß die Bestimmung einer solchen Matrix 
(9^J in der Tat stets möglieh ist, und zwar werden wir zu dieser 
Matrix gelangen, indem wir ein lineares Differentialsystem von der 
Form 

wo die A;^^ Eonstanten bedeuten, in Betracht ziehen. Wie man sieht. 
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encheint dieses Differentialsystem als direkte Yerallgemeinemng der 
für den Fall n >- 1 benutzten Hilfsdifferentialgleichnng (21). 

Die Differentialsysteme von der Form (H) spielen für unsere 
Theorie eine so wichtige Rolle, daß wir ihrem Studium die größte 
Sorg£alt widmen müssen. Sie sind allgemein zuerst von Cauchy 
untersucht worden; wir werden sie darum als Cauchysche Systeme 
bezeichnen. — Indem man durch die Gleichung 

(24) t = log (x - a) 

in dem Systeme (H) die neue unabhängige Variable t einführt, ver- 
wandelt sich (H) in ein System von der Form 



(E) t'-^V^"^'" ""'''' 



,n) 



dessen Koeffizienten a^^ Eonstanten sind*). Wir beschäftigen 
uns zunächst mit der Theorie der Systeme (E). 

Da die Eoefßzienten des Systems (£) im Endlichen keinen sin- 
gulären Punkt aufweisen, so können wir a priori si^en, daß die Lösungen 
Ton (E) ganze transzendente Funktionen von t sein werden. 

Es bedeute (q^ J eine konstante Matrix von n' Elementen, deren 
Determinante von Null verschieden ist. Wenn wir eine Integralmatrix 
(y^J von (E) von rechts mit (q^ J komponieren, so erhalten wir zu- 
folge der Regel (Y) der zweiten Vorlesung in 

(25) (*J-(yJ(aJ 

eine Integralmatrix des Systems 

'^ " (x = l,2,...,n) 




1 = 1 

wo die konstante Matrix (&^J durch die Gleichung 

(27) (&J = (a,«)-HO(a,x) 

gegeben ist, also aus (a^J durch Transformation mit (a^J'^ hervor- 
geht. Das Problem der Integration der Systeme (E) und (26) ist im 
wesentlichen ein und dasselbe, ein Umstand, den wir in der Weise 
ausbeuten wollen, daß wir durch geeignete Wahl der Matrix (q^ J dem 
Systeme (26) eine so einfache Form zu verschaffen suchen, daß es un- 
mittelbar integrabel wird. 

*) Die a^y Bind natürlich mit den A^^ in (H) identisch, ebenso haben wir 
nur die BeMichnnng geändert, indem wir statt der ^^ in (H) in (E) y schrieben. 
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Wir stellen uns die Aufgabe, die Eonstanten u^, . , .^ u^ so zu 
bestimmen, daß 

(28) t; - tti^i + . . . + u^y„ 
einer Differentialgleichung 7on der Form 

(29) ^-r. 

genügt, wo r eine Eonstante bedeutet Da mit Rücksicht auf das 
System (E) 

(30) ii=i'«.i'y.«.« 

X = l l^ 

gefunden wird, so wird die Gleichung (29) erfüllt sein, wenn 



(31) 



x=l ^=1 x=l 



ist. Bestände zwischen den y^, - - »j y^ eine homogene lineare Relation 
mit konstanten Eoeffizienten : 

«1^1 + • • + a„y„ - 0, 

wo die «!,..., a^ nicht sämtlich verschwinden, so könnte eines der y^ 
aus dieser Relation ausgerechnet und damit das System (E) auf ein System 
mit n — 1 Unbekannten von derselben Form reduziert werden. Wir 
können also annehmen, daß in (31) die Eoeffizienten von Vi, . . ., y» 
sämtlich verschwinden, d. h. daß die Gleichungen 

(32) y'(««i-««i'-)M, = («-1.«.....-) 



I<°' 



bestehen. Sollen sich diesen Gleichungen gemäß die u^, ... , u^ als nicht 
sämtlich verschwindende Werte bestimmen lassen, so muß die Deter- 
minante der Eoeffizienten 

(F) l«..-*,.»-|=0 

(x,l = l,2,...,n) 

sein, d. h. die Eonstante r muß als Wurzel der algebraischen Gleichung 
n-ten Grades (F) gewählt werden. Diese Gleichung wird die charak*» 
teristische Gleichung des Differentialsystems (E) oder der Matrix 
(^<x) genannt. 

Bedeutet r„ eine Wurzel von (F), so hängt die Anzahl der linear 
unabhängigen Lösungssysteme u^, . . ., u^ des Gleichungssystems 
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(* = 1, 2, • • •, n) 



n 

(33) ^^ia,i-^,r„)u,^0 

bekanntlich*) von dem Range der Eoef&zientenmatrix 

(34) («x.-*x.O 

ab. Ist der Rang dieser Matrix gleich Vq, d. h. verschwinden sämt- 
liche in der Matrix (34) enthaltene Subdeterminanten (v^ + 1) *•' Ord- 
nung (nnd folglich auch alle Snbdeterminanten höherer Ordnung), 
während unter den Subdeterminanten v^**' Ordnung wenigstens eine 
Ton Null verschieden ist, so ist das Gleichungssystem (33), wie man 
zu sagen pflegt, (n — Vo)fach unbestimmt, und es gibt genau n—v^ 
linear unabhängige Lösungen 



d. h. Lösungen von der Art, daß die von denselben gebildete rechteckige 
Matrix (35) vom Range n — Vq, also so beschaffen ist, daß wenigstens 
eine der aus der Matrix (35) zu bildenden Determinanten (n — v^)**' 
Ordnung nicht verschwindet. Die allgemeinste Lösung des Systems (33) 
ist dann in der Form 

n 
i = »'o + l 

darstellbar, wo c^^^^, . . ., c^ willkürliche Größen bedeuten. 

Um zimächst unser analytisches Problem möglichst unbelastet von 
den ihm im allgemeinsten Falle anhaftenden algebraischen Komplika- 
tionen darstellen zu können, behandeln wir hier zuvörderst den Fall, 
wo die sämtlichen n Wurzeln der charakteristischen Gleichung (F) 
voneinander verschieden sind. Es ist dann jede der Wurzeln r^ 
eine einfache, so daß also die Derivierte der linken Seite von (F) nach 
f för r — r„ nicht verschwindet. Aus der bekannten Darstellung der 
Derivierten einer Determinante folgt dann sofort, daß nicht alle Sub- 
determinanten (n -- !)*•' Ordnung der Determinante 

(x, ^ = 1, 2, • . , n) 

^ Ftbr die hier zu benutzenden Sätze aus der Theorie des Systems linearer 
Gleichungen kann etwa auf die Darstellung dieser Sätze in Eroneckers Vor- 
letimgen über Determinanten I, herausg. von Hensel (1908), pag. 336 — 346 ver- 
niesen werden. 

Sohletinger, linMtfe Differentlalgleiohangen. 7 
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yerschwinden können , daß also die Matrix (34) in diesem Falle vom 
Range n — 1 ist Das Gleichnngssystem (33) ist demnach einfach on- 
bestimmty d. h. es besitzt nur eine linear unabhängige Losong 

(36) «*,„, «,„, . . ., M,„, 

ans der alle anderen Losnngssysteme durch Multiplikation mit einem 
willkürliehen Proportionalitats&ktor hervorgehen. 
Der mit den Großen (36) gebildete Ansdmck 



(37) t^a=2yx«x 



x=l 



befriedigt dann die DifFerentialgleichang 
(38) ^;f = r„v„ 

und ist durch diese seine Eigenschaft, von einem konstanten Faktor 
abgesehen, eindeutig bestimmt. — Bedeuten 

die n verschiedenen Wurzeln der charakteristischen Gleichung (F) und 
lassen wir in (33), (36), (37), (38) den Index a die Werte 1, . . ., n 
durchlaufen, so erhalten wir in (37) n lineare Kombinationen der 
Vu ' • 'f Vnj ^® ^*® DifFerentialsystem (38) fSr a — 1, 2, /. ., n be- 
friedigen. Diese n linearen Kombinationen r^, . . ., v^ sind aber auch 
linear unabhängig. Denn bestünde zwischen den t?^, . . ., r^ eine lineare 
homogene Relation mit konstanten Koeffizienten 

so würde durch (n—1) malige Differentiation dieser Gleichung und 
mit Rücksicht auf (38) folgen, daß auch 

sein muß, es müßte folglich, da die r^; * * -> r, voneinander verschieden, 
und somit die Determinante |r/"^| (<,x=i,», • ,») nicht gleich Null ist^ 

^ " 0, . . ., c, « 
sein. 

Es ist also die Determinante 

(le, a K 1, 2, • , «) 

die u^„ bilden demnach eine Matrix von der Art, wie wir uns Yor- 
gesetzt hatten, eine zu bestimmen. Wir haben nämlich nach (27) 
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r, . . . \ 

0... rj 

und da das DifferentialBystem (38) offenbar die Integralinatrix 

(40) v^^ =- di^ er** (.-, X = 1, », • . , n) 

besitzt, so erhalten wir für unser Differentialsystem (E) die Integral- 
matrix 

(41') (y.J = (t'.x)Kx)-^ 

Setzen wir also 

(0~' = Wx). 

80 liaben wir f&r die Integralmatrix {y^^ die explicite Form 

(42) yin-^''<' 

Die Gleichung (39) lehrt, daß eine Matrix (a^J, deren charakte- 
ristische Gleichung (F) lauter voneinander verschiedene Wurzeln hat, 
stets und zwar nur auf eine Weise in eine Matrix transformiert werden 
kann, die in der Diagonale die Wurzeln von (F) in einer bestimmten 
fieihenfolge und an allen übrigen Stellen lauter Nullen hat. — Be- 
trachten wir an Stelle von (a^J die durch die Gleichung (27) dar- 
gestellte Matrix (^^J, die aus (a^J durch Transformation mit der 
Matrix (CiJ"* hervorgeht, oder wie man zu sagen pflegt, mit (a^J 
ähnlich ist^ so ist 

Äx-^ix»-) - (a,«)-H«,x)(a*x) - {^,r), 
also, da offenbar 

(<>*x'-) = Kx)-n«*x»-)(«*x) 

irt, 

(43) {K-Si,r) = (aJ-'(a,,-d,,r)(a,J 
und folglich 

(44) l^x-*ix^Hi«<x-*.x^l; 

(.•,x=l,2, ..,«) 

die ähnlichen Matrizen (a^J, (b^J haben also dieselbe charak- 
teristische Gleichung. Dieser Satz gilt ganz allgemein, d. h. 
unabhängig von der Voraussetzung, daß die charakteristische Gleichung 
lauter verschiedene Wurzeln hat. 

Wenn wir aber jetzt wieder die Verschiedenheit der Wurzeln der 
Gleichung (F) postulieren, so ist evident, daß die Matrix (&^J in die- 
selbe Form (39) wie {a^^ transformiert werden kann; nennen wir diese. 
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Form die kanonische, so haben wir also den weiteren Satz: ähn- 
liche Matrizen, deren charakteristische Gleichung lauter yer- 
Bchiedene Wurzeln hat, haben dieselbe kanonische Form. 

Dieser Satz ist nun umkehrbar. — Bedeutet nämlich jetzt (b^^) 
eine Matrix, deren charakteristische Gleichung mit der von (a^^) über- 
einstimmt, und sind die Wurzeln dieser Gleichung alle voneinander 
verschieden, so gibt es eine Matrix {u^^) mit nicht verschwindender 
Determinante, so daß 

r, ... 



rj 



... r. 
ist; wir haben folglich 

d. h. die Matrizen (a^J, (b^^) sind einander ahnlich. 

Damit sind also in dem Falle, wo die charakteristischen Glei- 
chungen zweier Matrizen lauter einfache Wurzeln haben, die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen für die Ähnlich- 
keit der beiden Matrizen gefunden (vergl. 5. Vorlesung, S. 72); 
sie bestehen darin, daß diese Wurzeln für die beiden Ma- 
trizen übereinstimmen. 

Wir kehren jetzt wieder zu dem Cauchyschen Differentialsystem 
(H) zurück, das wir, der fdr (£) angewandten Bezeichnung gemäß, in 
der Form 

schreiben. In ihrer Abhängigkeit von x erscheinen die Elemente der 
Integralmatrix (42) in der Form 

(43) y..-(^-(^y*<., 

wo wir uns die Werte der Ausdrücke (x — a)**« in dem einfach zusammer 
haltenden Bereiche, der entsteht, wenn wir von einer den Punkt 
ausschließenden, unendlich kleinen Kurve aus einen Schnitt l nach de 
Unendlichen legen, irgendwie fixiert denken. Lassen wir nun d 
Variable x einen Umlauf im positiven Sinne um den Punkt a vc 
ziehen, so multiplizieren sich die y^^ mit den Faktoren 

die Integralmatrix (y^J erfährt also die Substitution 
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ü^ . . . \ 

(D, . . . \ , . X 
....... I ^^^i^^i)' 

. . . (D, / 

XJnBere Aufgabe (siehe S. 94), eine Fnnktionalinatrix (p^J zu 
finden, die eine yoigeschriebene lineare Substitution (c^ J erfahrt, wenn 
X den Punkt a umkreist, läßt sich nunmehr in dem besonderen Falle, 
wo die zu der Matrix (c^J gehörige charakteristische Gleichung 

(44) k.x-«.xö)|-0 

«,x = l,2,...,n) 

lauter ungleiche Wurzeln besitzt, sofort lösen. Sind immlich 

die n ungleichen Wurzeln der Gleichimg (44), so kann man, wie wir 
gesehen haben, die Matrix (c^J in der Form: 

(o, ... \ 
. . . o, / 
darstellen, wo die (^^ J sich (vergl. 61. (33)) aus den Gleichungen 

n 
^(c.l-SxX<^a)yXa-0 (x.««l,2, ..,n) 

bestimmen lassen. Bilden wir nun mit den Größen 

die ihrer Definition gemäß natürlich nur abgesehen von additiven 
ganzen Zahlen bestinmit sind, die Matrix 

(9j-(y<x(^-«)''0. 
BO erfahrt diese Matrix, wenn x den Punkt a im positiven Sinne um- 
kreist, in der Tat die Substitution 

(yJ(^uß'x)(>'<x)"'-(0- 

Indem wir jetzt wieder auf das Differentialsystem (B) 

n 

^yx x^ 

-5^="^yi«Ax (x-1,2,.-.,») 

zmrfiekgreifen, worin die Koeffizienten in dem den Punkt x^ a um- 
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gebenden y zweifach zusammenhängenden Bereiche 91 holomorphe, abo 
nach Laurentschen Reihen von der Form (17) entwickelbare Funk- 
tionen bedeuten, so ist die Integralmatrix 



{yi.) = ^Jia,,dx + dj, 



sofern die zu der Matrix 



(0 = ^J(a,,da: + dJ 



gehörige charakteristische Gleichung lauter einfache Wurzeln besitzt, 
nach den Auseinandersetzungen auf S. 94 in der Form: 

(yj - (yi. ix - arx) ( ^ ^w (x - ay) 

darstellbar; dabei hat man sich die Ausdrücke {x — af* in geeigneter 
Weise fixiert zu denken. Man nennt nach Fuchs die Gleichung (44) 
die zu dem singulären Punkte a gehörige Fundamentalgleichung. 
In der Tat ist jene Gleichung von der Wahl der Integralmatrix (y^^) 
unabhängig. Bedeutet nämlich (yi^^) irgendeine andere Integralmatrix 
von (B), so ist 

(0 = (Ax)(yJ, 

wo (/3^^) eine konstante Matrix nicht verschwindender Determinante ist, 
und die Substitution, die (ij^J erfährt, wenn x den Punkt a im posi- 
tiven Sinne umkreist, lautet 

(i3,J(c,x)(Ä«)-'^. 
Die charakteristische Gleichung dieser Matrix ist aber, wie wir oben 
gezeigt haben, mit der charakteristischen Gleichung von {c^^ identiscli. 
Die Fundamentalgleichung hängt somit nur von dem Cha- 
rakter des Differentialsystems (B) in der Umgebung des 
Punktes a;=-a, nicht aber von der Wahl der Integralmatrix ab. 
Wählen wir insbesondere 

(A«)-(y*x)-S 

80 hat die Integralmatrix 

(i?J-(y,«)-'(yJ 

in der Umgebung von x =^ a die einfache Form 

Vi^ = (x — ayi ^ s[''^(x — ay, (.x«!.«.....«) 



; 
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und die Substitution^ die diese Integralmatrix erfahrt, wenn x den 
Punkt a umkreist, lautet 

(Dl ... 

(ö, . . . 







o. 



d. h. die i;,.^ (««1,2, ...,ii) multiplizieren sich mit den Eonstanten 
4D|. Man nennt diese Int-egralmatrix die zum singulären Punkte a ge- 
hörige kanonische Integralmatrix. 

Ehe wir nun diese Yorläufig nur unter der Voraussetzung lauter 
ein&cher Wurzeln der Fundamentalgleichung abgeleiteten Sätze auf 
den allgemeinsten Fall übertragen, müssen wir die Integration des 
Differentialsystems mit konstanten Koeffizienten allgemein absolvieren. 
Wir lassen dieser Untersuchung einige Erörterungen vorausgehen, die 
sich auf die Frage der Irreduzibilität und Reduzibilität linearer Diffe- 
rentialsysteme beziehen, und die uns auch später noch von Nutzen 
sein werden. 



Siebente Vorlesung. 

BaÜonalitätsbereiolL Der Artbegriff. Bedusibilität linearer Diffe- 

rentiaLsysteme. Zurückfühmng auf evident redusible Systeme. 

Form der Integralmatrix. Sätze über redusible Systeme und 

Systeme, die zu derselben Art gehören. 

Unter einem Rationalitätsbereiche von Funktionen verstehen 
wir*) eine Gesamtheit von Funktionen, von denen eine jede innerhalb eines 
gewissen einfach zusammenhängenden Bereiches S der 2>Ebene eindeutig 
und abgesehen von einer isolierten Menge von Stellen holomorph ist 
and die die folgende Eigenschaft besitzt: Jeder Ausdruck, der aus 
Funktionen der betrachteten Gesamtheit durch rationale Rechenope- 
rationen und Differentiationen nach x gebildet werden kann, gehört 
als Funktion von x betrachtet wieder jener Gesamtheit an. Bei Aus- 
führung der rationalen Rechenoperationen werden wir — was zwar 
für den Begriff des Rationalitätsbereiches nicht wesentlich, aber ftlr 
unsere Zwecke bequem imd zulässig ist — als Koeffizienten alle 
Konstanten zulassen. Einen solchen Bereich bilden z. B. alle ratio- 
nalen Funktionen von x mit beliebigen konstanten Koe£G.zienten. 

Es sei 



(A) si-^y^'"' 



(x = l,2,-.-,n) 
Ix 



ein Differentialsystem für n Funktionen, dessen Koeffizienten a^^ einem 
gewissen Rationalitätsbereiche B angehören. Bedeutet dann (r^,) eine 
Funktionalmatrix, deren Elemente ebenfalls dem Bereiche B angehören, 
und deren Determinante 

|r^,[ (•,x = l,»,...,n) 

nicht identisch verschwindet, so befriedigen die Ausdrücke 

n 
(1) ^n-^Vx^lx i^^hK-.n) 

ein lineares Differentialsystem 

" ^'^Tft\. A. Loewy, Mathem. Annalen Bd. 62, S. 89. 
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dz 



(X = l,2, -.,!•) 



az ^rn 
dessen Eoeffizientenmatrix (vgl die Kegel (IV); S. 26) 

ebenfalls dem Bereiche iZ angehört. Wir si^en dann von dem Diffe- 
rentialsysteme (B), daß es mit (A) zu derselben Art gehört^ mit Rück- 
sielit anf den Rationalitatsbereich B, und übertragen diese Ausdrucks- 
weise auch auf die Funktionssysteme ^i, . . ., ^« ^^^ Viy -- -fVn ^^^ 
auf eine Int^ralmatrix (jer^J von (B)^ die mit der Integrfdmatrix (y^J 
Yon (A) durch die Relation 

(3) (0 = (yJ(0 

yerknüpft ist. Da die Gleichungen (1) nach y^ • • .^y« &^ösbar sind^ 
ist die Zugehörigkeit zur selben Art eine gegenseitige Beziehung 
zwischen den Differentialsystemen (B) imd (A) usw. 

Es kann sich nun ereignen^ daß sich n(n — m) Funktionen r^^^ des 
Bereiches iZ^ wo m > ist; so bestimmen lassen, daß die n — m Aus- 
drücke 

n 
(4) ^y^r,, (« = m + l.-.n) 

ein lineares homogenes Differentialsystem für n — m Funktionen mit 
^Koeffizienten des Rationalitatsbereiches erfQllen. Wenn dies für irgend 
eine der Zahlen w = 1, 2, . . ., n — 1 der FaU ist, so nennen wir das 
Oifferentialsystem (A) reduzibel innerhalb i2; andernfalls soll das 
Differentialsystem (A) innerhalb R irreduzibel heißen. 

Wir können voraussetzen, daß die von den n(n — m) Funktionen 

(5) r^^ (1 = 1,2, ■•,n;x = m + l,- -,11) 

gebildete rechteckige Matrix genau vom Range n ■— m ist. Wäre sie 
nämlich von niedrigerem Range, so würde zwischen den (n — m) Aus- 
drtlcken (4) mindestens eine homogene lineare Relation mit Koeffi- 
zienten aus B bestehen, es würden also schon n — w — 1 der Aus- 
drücke (4) einem homogenen linearen Differentialsystem für n — m — l 
Funktionen mit Koeffizienten aus R genügen. — Nach den Ergeb- 
nissen der vorigen Vorlesung ist ein Differentialsystem mit konstanten 
Ä-oeffizienten und ebenso ein Cauchysches Differentialsystem in dem 
r^^^'eiche aller rationalen Funktionen von x stets reduzibel, und zwar 
*^ der Weise, daß w = n — 1 ist. 

Da die Matrix der Funktionen (5) vom Range n — m sein soll, 
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so können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit voraussetzen^ daß 
die Determinante 

von Null verschieden ist; sollte dies nämlich nicht von vornherein der 
Fall sein, so ließe es sich durch Abänderung der Indexbezeichnung f&r 
die ^1 , . . ., y, stets erreichen. Unter dieser Voraussetzung setzen wir 



(6) 



n 



(x=l,2,--,m) 
(1 = 1,2, •,!•;* = l,J,-..,m) 



dann ist, wenn wir noch 

(7) n.-d,, 

setzen, die Matrix von n^ Größen (r^J so beschaffen, daß ihre Deter- 
minante 

r,^ = In, ' 



'ix 

(l,X = l,», ••,ll) 



'ix^ 
(i,x = m + l, ,») 



von Null verschieden ist Das Fimktionssystem e^, . . .jZ^ genügt dann 
dem Differentialsysteme 

(B) ^Jx—2'^^^-' ""'•*••"' 



a = l 



(t s 1,S, • • -fin; X s m + If - -t«i) 



WO vermöge der Gleichungen (2) und (7) 

(8) 6,«-0, 

und (B) gehört mit (A) zu derselben Art. Die Eoeffizientenmatriz des 
Systems (B) hat jetzt die folgende Form 

A.- ••^1» 0...0 \ 



(9) 



was wir in leicht verstandlicher Symbolik durch das Schema 

(9a) (^ -^ 1 

zur Darstellung bringen. 

Die Integration des Systems (B) läßt sich nun wie folgt vollziehen. 




Integration evident redusibler Sjsteme. 
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Es bedeute {^^^ (>,jr»i,2,- ,m) eine Integralmatrix des Differential- 
systems fElr m Funktionen 

(10) Ti'^'^^^"' («-'•»••"" 

ferner (^e^iJ («»«sm+i,- ,») eine Integralmatrix des Differentials jstems für 
n — m Funktionen 



(11) 



dz 

X 

dx 



i = m + l 



(x = m + l, --.n) 



endlich bestimmen wir die n — m Funktionssysteme 

^m + l.x;---;^»« (x = l,2,...,m) 

als partikulare Lösungen der inhomogenen linearen Differential- 

systeme 

dt '^ 

(12) 



2b1 X^7n-^l 



(x»l,2,-. ,m) 



WO die Ausdrücke 
(13) 



(< = m + l,--,»i) 



^^0 J (< = m + l, ,n;x = l,2,. ,m) 

A = m + 1 

ab bekannt anzusehen sind. Dann haben wir in 



/'^ 



(14) 






11 



''ml * * • ^mm 



*i» 0...0 \ 
0--0 

V.i ««» / 

iJ. = 0, (<=l,i, ••,mix=m + l, •••,ii) 



WO also 

(16) ^,, = 0, 

eine Integralmatrix des Differentialsystems (B). Daß (14) wirklich 
eine Integralmatrix darstellt, folgt daraus, daß 

\^tn\ = \^in\ ' k<xl 

(<,« = l,i, •.•,!•) (<,x = l,2,.- ,m) (<,x = m + l,--,n) 

gefunden wird, wo die Faktoren auf der rechten Seite, als Determi- 
nanten yon Integralmatrizen der Systeme (10) beziehungsweise (11) 
flieher von Null yerschieden sind. 
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Wir seheii^ daß das Differentialsystem (B) eine Integralmatrix (14) 
besitzt, die dieselbe Form (9 a) hat wie die Eoeffizientenmatrix (9) 
von (B). 

Das Differentials jstem (B) ist so beschaffen, daß seine Reduzibi- 
litat ans der Form seiner Koeffizientenmatrix direkt ersichtlich wird; 
wir können es darum evident rednzibel nennen. Ans der Defini- 
tion der Rednzibilitat folgt ohne weiteres, daß Differentialsysteme, die 
zn derselben Art gehören, immer gleichzeitig rednzibel bezw. irre- 
dnzibel sind. Mit Rücksicht anf die vorhergehenden Erörterungen können 
wir also den Satz aussprechen: 

Wenn ein Differentialsystem (A) rednzibel ist, so gilt 
das gleiche von jedem Differentialsysteme, das mit (^A) zn 
derselben Art gehört, und unter den Differentialsystemen, 
die mit (A) zu derselben Art gehören, gibt es stets solche, 
die evident rednzibel sind. 

Ehe wir weiter gehen, mag eine einfache aber wichtige Bemerkung 
über die Matrizen von der Form (9 a) hier eingeschaltet werden. 
Es seien (a,.J, (/J^J zwei Matrizen von der Form (9 a), also 

("..) = b^--x^)' WJ-(#--3-— -) 

\ '^11— m, m '^n—tHj n—m/ \ '^n—m, m "^n—mf n—mj 

(i,x = l,2, • ,«) 

d. h. es sei 

Bilden wir dann die komponierte Matrix 

so ist offenbar auch {y^^ von derselben Form, also 

r 



\ ** «— m, m ; ** n—m, n—m / 



und zwar ist die Matrix von m* Elementen F^^ aus den Matrizen 
4«»7 ^mm. ^® Matrix von (n — w)* Elementen F^.^ ^. aus den 
Matrizen Ä^_„^ ,_„, -B,-«, «-« ^ derselben Reihenfolge komponiert^ 
also 

Wenn ferner die Determinante von («,. J von Null verschieden ist, so 
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ist auch (a^J"^ von derselben Form wie (a^J, und zwar hat man in 
leicht yersiändlicher Bezeichnungsweise 






WO A^^in,m eine Matrix von (n — in)m Elementen darstellt, die im 
allgemeinen ans den Elementen aller drei Matrizen A^^y ^n-m, mi 
Ai-«, »-» zusammengesetzt sind. 

Ans diesen Bemerkungen folgt z. B., daß wenn für ein Differential- 
system 

dz v:i 

bekannt ist, daß eine Integralmatrix (g^^ desselben die Form 

\ ^n—mj m \ ^n—m, «— m / 

besitzt, dann auch die Koeffizientenmatrix (&^J die Form 

\ '*^«— m, m j "^n— m, n—m/ 

haben muß, und daß 

-D,(0 =- ^«-m,n-m (^x = m + l,. • ,») 

ist Sind femer die {h^^ in der Umgebung eines Pimktes x^ a ein- 
deutig, ist aber a ein singulärer Punkt der 6^^, bei dessen Umkreisung 
die Integralmatrix (js^^ die Substitution (c^J erfährt, so hat auch die 
Substitution (c^J die Form 



(o-(/- 1^" ), 



und es erfährt die Matrix von m^ Elementen Z^^ bei derselben Um- 
kreisung die Substitution C^^, die Matrix von (n — mf Elementen 
^n-m, n-m ^® Substitutiou Cn-m, n-m- ^^"^ Bcweisc dicscr Behauptung 
genügt es, darauf hinzuweisen, daJB die Integralmatrix, in die {^^^ nach 
Umkreisong von :r — a übergeht, jedenfalls auch dieselbe Form wie 
{e^^ selbst haben muß, da ja die yerschwindenden Elemente 

Z^^ (» = 1,2, •-,»»; x = m + l,.-,n) 

natürlich wieder in yerschwindende Elemente übergehen. 
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Von der Integralmatrix {z^^ des Differentialsystems (B) können 
wir jetzt zu einer Integralmatrix des Systems (A) übergehen, indem wir 

(16) iyj'-{'i.)irj-' 

setzen, wo 



(<,i<=i, «,■•,») 



(17) (O 



• • • 1 »•». »+i •••»•»- 
0...0 r„^.,,„^.,...r„^.,, 



\0 0...0r^„^, ...r„ / 

ist. Bezeichnen wir die Inverse der Matrix (r,. J mit («^J, so hat {s^^ 
dieselbe Form wie {r^^ selbst: 

/10...0s,.„^, 



(18) 



(»•j-^ = co 



"In 



\ 



0...1 
... s. 



'm,m + l 



'm + l,m + l • • • ^m + l,« 

\0 0...0s^„^, •••*.. / 



und wir finden: 

(19 a) Vi»'— Zi^, (i,« = i,s, •• ,m) 

(19b) y,x-yn«l«+ |-y*««m«> (.»l.»,-- .mix = m + l. ..,,) 

(19c) y,, = y„s,,+ • • • + y,„«„, + «,,„+1 »„+!,«+ • • • + «„«,,. 

(f, X = m + 1| • • • f n) 

Die Integration des rednziblen Differentialsystems (A), dessen 
Rednzibilitöt von der Art ist, daß die n — m Ausdrücke 



(p) 



wo 



l'.J + O 



(x = m + l, ...,«) 



(i, X =r m + 1, • • • , r) 



ist, ein lineares homogenes Differentialsystem (11) mit Koeffizienten 
des Rationalitätsbereiches befriedigen, gestaltet sich demnach wie folgt. 
Wir bestimmen eine Integralmatrix (y^J (f,x=ri,i, ...,m) des Diffe- 
rentialsystems (10) oder 



(R) 



dx 



I^ \ r = m + l ' 



Integration reduzibler Systeme. Hl 

die sich dann durch die Ausdrücke (19 b) 

m 

;i = i 
zu m Systemen von Lösungen des Differentialsystems (A) ergänzt. 
Femer bestimmen wir eine Integralmatrix (js^^) (<, x=rm + i, • ,ii) des Diffe- 
rentialsystems (11): 

n 
Jl = wi + 1 

dem die Ausdrücke (P) genügen; dann ergeben sich die (n — m) Lösungs- 
systeme von (A) 

(y»x); (<«=m + l, .-,«; x= 1,2, • •■,»!) 

die die bereits bestimmten m Lösungssysteme zu einer Integralmatrix 
Ton (A) erg^nzen^ als partikulare Lösungen der kompletten Systeme 



(S) 



in ^ n » * * 

%- 2^-1 rix + 2 «ivOrJ + 22 hhra,K, 
2=1 ^ y=m+l ^ i=w+lv=w+l 



(x = l,2, . •,!•) 

wo man für ^m+i; * * *> ^n ^^^ Reihe nach die Zeilen der Integral- 
matrix (jßf^^) (i,x = m + i, • ,«) Ton (Q) zu setzen hat. Und zwar braucht 
man nur die m ersten Oleichungen der Systeme (S) aufzulösen, da 
dann nach (19 c) die 

y^^ (^x = m + l, ••.,«) 

bestimmt werden können. 

Wenn das System (A) in dem angegebenen Sinne reduzibel ist, 
80 kann man noch auf folgende Weise eine Vereinfachung eintreten 
lassen. Es sei jß^^ die zu dem Elemente r^^ der Determinante 

I r,.^ I (i,x = m + l, .. -,11) 

gehörige Subdeterminante, dividiert durch diese Determinante; multi- 
pliziert man dann die Gleichungen (P) mit B^^ und addiert, so wird 

n m n 

Ksm + l Xs:l Xsrm + 1 

Setzen wir also 

n 
X Ä^m + 1 



^ ^Xx-^vx^ QXvf 



X = m + 1 
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so befriedigen die n — m Ausdrücke 



5. = 2^y;ipA, + y, 



(» = m + l, ••,n) 



ein Differentiabystem mit Koeffizienten des Rationalitätsbereiches, das 
mit (Q) zu derselben Art gehört; d. h. mit andern Worten, wir können 
in den Ausdrücken (P) von vornherein 

(20) r,^=d^^ (.-»Xrrm+l.- ,«) 

nehmen. Die Matrix (17) hat dann die Form 



(17 a) 



(O- 



... l r^„^., . . , r„. 



0...0 1 



\0 0...0 



...0 



1 / 



und in der inversen Matrix (ä^x) =* (♦'<x)''^ ^® dieselbe Form hat, ist 
einfach 

(22) s,,= -r„ 

Femer haben wir 



(i = 1, 8, • • • I m ; x s m + 1, • • , ») 



(23) 
(24) 



i = m + l 
6y^ = fly ^ , (r = m + 1, • . . , »; X = 1, 2, • • • , m) 

6^^=0. (^ = 1, 2, ..-»m; x = m + l, •..,«) 

Das System (A) läßt sich daher in die Form setzen (vergl. (S)): 



WO die durch die Gleichungen 

m 

(p') ^x^^y^^^^ + y»' 



(X = 1, «, • • , «) 



(x = m + 1, • ■ • , «) 



gegebenen ^^+i, • ., ^« dem DifFerentialsysteme (Q) genügen. Dieses 
letztere Differentialsystem erhalten wir, indem wir die Ausdrücke (P) 
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differentiieren und fttr die Derivierten der Vi, - * -^ ffn ^^ Werte aus 
(8") einsetzen. Es ergibt sich anf diese Weise: 

dx ^ dx ^^* ^^ y^ dx ^ dx' 
also mit Rücksicht auf (S^) und (22): 

ß^l /«=l ^ !• = 7/1 + 1 ^ r = »+l 



oder: 



dx 



n » n . m . 

ysm + 1 ^ rs=m+l ^ A = l ' 

Nun sollten aber in dem DiflFerentialsysteme (Q), dem die jp^^j, • • •, jgr^ 
genügen, die y^j - - -yVm überhaupt nicht auftreten; es müssen folglich 
die Gleichungen bestehen: 

Jlel ^ t' = m + l ' f = ni + l 

/// = 1, 2, . , m\ 

\x = «1 + 1, • • • , n / 

und das Differentialsystem (Q) lautet jetzt: 
00 daß also: 

m 

(25) ^x = «.x+^«.-i'-ix- <'.« = ». + i.- •■-) 

Der Gkmg dieser Rechnung zeigt; daß das Bestehen der Glei 
ehungen (D) die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir dar- 
stellt, daß das System (A) in dem Sinne reduzibel sei, daß die Aus- 
dröcke (P^ einem Differentialsysteme (Q') genügen. Die notwendigen 

Sebleslng«r, lineftre DifferentUlgleiohangen. 8 
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und hinreiclieiiden Bedingangen fclr die Redazibilitat des Differential- 
Systems (A) in dem Sinne, daB überliaupt Ausdrücke 



1 = 1 



(X = «l + 1, •-,•) 



mit Koeffizienten des Rationalifötsbereiches gefonden werden können, 
filr die 

(<,»r = m + l,..-,ii) 

und die einem homogenen linearen Differentialsysteme mit n— m Un- 
bekannten nnd mit Koeffizienten des Rationaliiatsbereiches Genüge 
leisten, bestehen also dann, daß das Differentialsystem (D) ein par- 
tikulares Lösnngssystem r^^ besitzt, dessen EUemente Fxmktionen des 
Rationalitatsbereiches sind.*) 

Wir fügen noch einige Bemerkungen über reduzible Systeme 
hinzu, die uns bei spateren Untersuchungen von Nutzen sein werden. 

1) Wenn für das Differentiabystem (A) bekannt ist, daß zwischen 
den Elementen eines Integralsystems ^i, . . ., i?« homogene lineare Re- 
lationen mit Koeffizienten des Rationalitatsbereiches bestehen, so ist 
das Differentialsystem reduzibel. — In der Tat, mögen zwischen den 
^ij * ' -9 Vn geii&u n — m voneinander unabhängige Relationen 
(«) %yix+-- + '?«y«x = (x = «. + i,..,«) 

bestehen (d. h. auch nicht mehr ab n — m solche Relationen), wo die 
y^^ dem Rationalitatsbereiche angehören, und sei etwa die Determinante 

ly.xi+O. 

(f,x = m + l,.-,i.) 

Dann können die Relationen (a) in die Form 

(«') ^x= %^x +•"+ Vm^mx (x = m + l, ...1.) 

gesetzt werden, und wir wissen, daß zwischen den rj^, . . ., fj^ keine 



*) Für den Fall, wo der Rationalitätsbereich der Bereich aller rationalen 
Funktionen Yon x ist, läßt sich hieraus ein Verfahren herleiten, mittels dessen 
durch einen endlichen Prozeß entschieden werden kann, ob ein YOigelegtes 
homogenes lineares Differentialsyntem mit rationalen Koeffizienten überhaupt 
reduzibel ist oder nicht. Wir gehen in diesen Vorlesungen auf die Ausführung 
dieser Methode nicht ein, sondern bemerken nur, daß dieselbe natürlich im wesent- 
lichen auf das Verfahren hinauskommt, das 1. Bendixson (Stockholm, Ofyersigt. 
XLIX, lSi)8) und E. Beke (Matbem. Annalen, Bd. 45, 1S94) fikr den Fall einer 
homogenen linearen Differentialgleichung f»-ter Ordnung zur Entscheidung der 
analogen Frage angegeben haben. 
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homogene lineare Relation mit Koeffizienten des Rationalitatsbereiches 
bestehen kami. Setzen wir non 



x~ y»} (X = 1, », • . , m) 

-Vlhn »m^mx + y«; (x = m + 1, • • .. «) 



(x=l, »,...,«) 



^ C: 

80 befriedigen die jßfi, . . ., jgr, ein Differentialsystem 

das mit (A) zn derselben Art gehört Dieses DiflFerentialsystem (B) 
besitzt das partiknlare Integralsystem 

die i7i9 • • -9 17a, befriedigen folglich das Differentiabystem mit m Un- 
bekannten 

m 

(R) fe-jS^A« («=M,- -.«) 

imd die {n — ni) Relationen 

(y) 0= Vi;,6,^. (x = m + i....,,) 

Da aber die h^^ dem Rationalitätsbereiche angehören und zwischen 
den ih, . . ., i?„ homogene lineare Relationen von der Form (y) nicht 
bestehen sollten, so folgt, daß 

6;j^= (2 = 1, 2, ,m,- x = m + l, ,n) 

ist; das Differentialsystem (B) hat also eine Koeffizientenmatrix von 
tler Form 






d h. (A) ist reduzibel. — Beiläufig ergibt sich, daß, wenn zwischen 
den Elementen eines partikularen Integralsystems des Differential- 
«ystems (A) n — w unabhängige Relationen von der Form (a), und 
nicht mehr, mit Koeffizienten des Rationalitätsbereiches bestehen, dann 
genau m linear unabhängige partikulare Lösungssysteme von (A) vor- 
handen sind, die diese Relationen (a) befriedigen. 

2) Sind fOr das Differentiabystem (A) die m linear unabhängigen 
LöeongBsysteme y^^ (i = i, s, , m; «= i, s, . , n) bekannt, und ist für dieselben 

8* 
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z. B. die Determinante 1^^^; (/, x = i,s, -,m) von Null yerschieden, so 
kann man die Relationen 

yix^yaSlx+--+y.m«mx (x = m + l.....-) 

ansetzen, und ans diesen die s^^ bestimmen. Bildet man dann die 
ß^j ...,0^ nach den Gleichungen (ß\ so sind fär das Differentials jstem 



(B) ^"iS"'^"' 



(x = l,8, ■•.,») 

dx ^^ -i-Ax 
die Elemente 



einer Integralmatrix (jer^J (i\x = i,s,--,n) bekannt. Denkt man sich nan 
das homogene System mit n — m Unbekannten 






(x = 1« + 1, • • , ») 

/■'itX 

integriert^ und bedeutet (jGT^J (j,x = m + i, ,») eine Integralmatrix von (e), 
so ergeben sich, wie wir gesehen haben, die 

Z^y (i=m + l, • ■•,ii; x = l, i, • ,m) 

durch Integration des inhomogenen Systems 

in n 

;i = l i = m + l 

abo, da eine Integralmatrix des zugehörigen reduzierten Systems, näm- 
lich (jer^J (i\x = i,s, .^m), bekannt ist, nach den Ergebnissen der dritten 
Vorlesung durch Quadraturen. 

Kennt man also für ein System (A) m linear unabhängige Lösnngs- 
systeme, so kann die Integration von (A) auf die Integration eines 
homogenen Systems mit n — m Unbekannten und auf Quadraturen 
zurückgeführt werden. 

3) Wenn zwei Differentialsysteme mit n Unbekannten 

ein oder mehrere Lösungssysteme gemein haben, ohne identisch zu 
sein, so bestehen für jedes gemeinsame Lösnngssystem Vi9 - - -t Vn ^^^ 
Relationen 

n 
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wo jedenfalls nicht alle a^x~"^*x verschwinden. Die beiden DiflFeren- 
tialsysteme sind also nach 1) rednzibel. 

4) Satz von Frobenius.*) Wenn für zwei partikulare Integral- 
systeme 1^^, g^ des Differentiabjstems (A) Relationen von der Form 



W 






(x=l» 2. •••,«) 



mit Koeffizienten des Rationalitatsbereiches bestehen, so ist das System 
(A) rednzibel. 

Wären die y^^ so beschaffen, daß ihre Determinante | y<x i <*» * " ^' *' * » "^ 
identisch verschwindet^ so bestünden zwischen den tu • » -y tn homogene 
lineare Relationen mit Koeffizienten des Rationalitatsbereiches; die 
Rednzibilitat von (A) wäre also nach 1) erwiesen. Wir können also 
voraussetzen, daß 

ly^^l +0. (»,x = i,2,...,«) 



Setzen wir dann 








'b) 


^r^^yxrir, 


(x=l,8... 


•.n) 


so befriedigen die jgrj, . 


. ., e„ ein Differentialsystem 






(B) 




(X - 1. 2, . . 


•,«) 



das mit (A) zn derselben Art gehört. Dieses Differentiabystem hat 
mit (A) das Losungssystem tu - - -f tn gemein; wäre also (B) nicht 
mit (A) identisch, so folgte die Beduzibilitöt von (A) nach der Bemer- 
kong 3). Wir können folglich voraussetzen, daß (A) mit (B) identisch 
ist — Bedeutet dann (y^J eine Integralmatrix von TA), so ist auch 

(0 = (y.x)(y<x) 

eine Integralmatrix von (A); es gibt folglich eine konstante Matrix 
(Cf^) mit nicht verschwindender Determinante, für die 

ist Bedeutet nun a^ eine Wurzel der charakteristischen Gleichung 

^C,,-d,^(D\=Oy (r,x=l,2, •..,*) 

^ Grelles Journal, Bd. 76 (1873), S. 256; Hamburger ibid., Bd. 111 (1898) 
8. 181. 
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und bestimmen wir die Konstanten u^, , . ., u^ so^ daß sie den Olei- 
ehnngen 

n 

genügen, so ist, wenn wir 



1=1 



setzen. 



(X = 1,1, •.,!•) 



Z^-^a^.' (x=l.S....,.) 



Es bestehen folglich zwischen den Elementen des partikularen Integral- 
systems F^y . . ., Y^ von (A) die homogenen Relationen mit Koeffi- 
zienten des Rationalitatsbereiches 






i = l 



woraus dann nach 1) die Reduzibilitat von (A) folgt.*) 
5) Wenn die beiden DiflFerentialsysteme 



n 

(A) 'dx ^ ^ y^'*^' 



(X = 1, i, • • • , m) 



(B) ^x-Z"'^'^' (-••v-..) 



zu derselben Art gehören, so bestehen Relationen (1) 






(x = 1.2, ••,!•) 



mit Koeffizienten des Rationalitätsbereiches, für die 

|r,.^| 4=0 (i,x = 1,2, •••,»•) 

ist, und wir haben die Gleichungen (2) 

{K) - (r,,)- ' (a, J (r, J + D, (r, J , 

*) Wie man sieht, wird hier die Annahme ausgenützt, daß der RationalitfttB- 
bereich alle Konstanten enthält. Vergl. E. Landau, Archiv der Math, und Physik 
(8) X (1906) S. 46. 
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die wir explizite in der Form schreiben können: 

n n 

Dieses System homogener linearer Differentialgleichungen erster 
Ordnung f&r die n' Unbekannten r,-^ muß ein partikulares Lösungs- 
System besitzen, dessen Elemente dem Rationalitätsbereiche angehören, 
und dessen Determinante \r^^\ nicht verschwindet. Das Vorhandensein 
eines solchen partikularen Lösungssystems ist die notwendige und 
hinreichende Bedingung für die Zugehörigkeit der Differentialsysteme 
(A), (B) zu derselben Art. 

Besitzt das System (F) zwei verschiedene solche Lösungs- 
systeme r^-y und p^y und bedeutet (y^^) eine Integralmatrix von (A); 
80 sind 

(y.x)(nx); (y,x)((>.x) 

zwei Integralmatrizen von (B); es gibt folglich eine konstante Matrix 
(c^J von der Beschaffenheit, daß 

daraus folgt aber 

(Pix) - (^•.•x)(y<x)(nx)(p<x)"S 

das System (A) ist also nach dem Frobeniusschen Satze reduzibel. 
5) Setzen wir 

^o sind (ly^J bezw. (f,.J Integralmatrizen des zu (A) bezw. (B) adjun- 
^ierten Differentialsystems (vgl. die zweite Vorlesung S. 28). Nun 
^f olgt aber aus 

(^.J = (y.x)(nx)- 
(^.•x)==(nxr(i;x), 

•^Iso, wenn wir 
^^aetzen: 

H). h. wenn (A) und (B) zu derselben Art gehören, so gehören 
<«uch die adjungierten Systeme zu derselben Art; und wenn 
^A) reduzibel ist, so ist folglich auch das adjungierte 
System reduzibel. 

7) Wir schließen diese Vorlesung mit dem Hinweise auf einige der 
neueren Untersuchungen von A. Loewy*) über Reduzibilitat linearer 
Differentialgleichungen. 

*) Siehe namentlich Mathem. Annalen, Bd. 66, S. 549, American Transactione 
Yol. 4, 8. 44. 
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Wenn das DifferentialBystem (A) reduzibel ist, so kann es durch 
den Übergang zu einem Systeme derselben Art in das evident redu- 
zible System (B), m90 

6;^= (<r=l,8,...,m;x = m + l, -.ii) 

ist, transformiert werden. In diesem können die Teilsysteme 



(R) 



(Q) 



iix 



= yj'Axf (»=».*..-) 



S=^^i&a« (« = «+1. .. 



i = m + l 



eventuell wieder reduzibel sein; durch Fortsetzung des Transfor- 
mationsverfahrens können wir schließlich zu einem mit (A) zu der- 
selben Art gehörigen Di£ferentialsysteme gelangen , das die folgende 
Form hat: 



(A') 






(K) = 



&11 Ö ... 
b,, b„ ... 



Darin bedeuten die b,,, (<,x=i,2, .o Matrizen von fi Zeilen und f^ Ko- 
lonnen für X < /, wiUirend alle übrigen Elemente der Koeffizienten- 
matrix (fe^J Nullen sind; die Teildifferentialsysteme, deren Koeffi- 
zientenmatrizen durch die in der Diagonale stehenden Matrizen 

(«) ^11^ ^ny --j^«. 

gegeben werden, seien irreduzibel. Natürlich kann das Differential- 
system f A) auf verschiedene Weisen in ein Differentiabystem von der 
Form (A') übergeführt werden. Es sei dann 



(A") 



du 

d 



'■-^'- 



k^Xxf 



(x = l,S,...,ii) 



(O 



Cii ...0 
c,, Cg« ... 



^^fti ^ft% ^ti5 



>A«' 
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ein anderes mit (A) zu derselben Art gehöriges Differentialsystem von 
derselben Beschaffenheit wie (A'), so gilt der folgende von A. Loewy 
bewiesene Satz: Die Teildifferentiabysteme, deren Koeffizientenmatrizen 
die Matrizen 

(ß) ^ly Cj2, .. ., C^^, 

sind, lassen sich den Teildifferentialsjstemen mit den Koeffizienten- 
matrizen (a) gegenseitig eindeutig so zuordnen, daß die einander zu- 
geordneten Differentialsysteme gleich viele Unbekannte enthalten und 
▼on derselb^i Art sind.*) Insbesondere ist also stets v ^^ fi. 

Auf einen Beweis dieses Satzes gehen wir hier nicht ein, sondern 
bemerken nur, daß die Differentialsysteme mit konstanten Koeffizienten 
in dem in der vorigen Vorlesung bereits erledigten besonderen Falle 
sowie in dem allgemeinen Falle, zu dessen Behandlung wir jetzt über- 
gehen wollen, ein Beispiel für den angeführten Satz liefern. 

^ Loewy a. a. 0. Der Satz ist a. a. 0. in anderer Form ausgesprochen, in 
der hier gegebenen Übertragung auf Differentialsysteme wird derselbe besonders 
flbernchtlich. 
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DifferentiaLBysteme mit konstanten Koeffimenten im Falle mehxfiBudier 
Wurzeln der oharakteristisehen Gleiohnng. Elementarteiler. Inte- 
gration der Teilsysteme. Kanonische Form einer ICatrix. Notwen- 
dige und hinreichende Bedingungen für die Ähnlichkeit der Ma- 
trisen. Cauchysche Systeme. Aufstellung einer spesieUen Inte- 
gralmatriz. Kanonische Form der UmlaufiBubstitution. Iiösung der 
Aufjgabe der fünften Vorlesung. 

Wir wenden uns jetzt wieder der Behandlung der Differential- 
systeme mit konstanten Koeffizienten 

n 

(E) -^f =2 y^öix («=!.».•.«) 

x = l 

zn und knüpfen dabei unmittelbar an die Erörterungen und Bezeich- 
nungen der sechsten Vorlesung (S. 95 ff.) an. 

Es sei r^ eine |>-fache Wurzel der charakteristischen Oleichong 

(P) |öx— ^x;rHO; (x,i=M, .-) 

wenn dann die Matrix 

(1) («x^-^^xiO (*,^ = !,«,•,-) 

vom Range v^ ist, so muß jedenfalls (vergl., för p = 1, S. 97) 

n — Vo ^ P 
sein. Die linearen Gleichungen (33) der sechsten Vorlesung (S. 97) 



1^1 



(2) >.K.-*«.O«. = (« = '.«. 



besitzen dann genau n — v^ linear unabhängige Lösungssysteme 

M^y, (« = 1,2,,«; »«Fo + lf-.«) 

die eine Matrix vom Range n—v^ bilden. Es sei etwa die Determinante 

|u^y| (x.vsro + i, ,») von Null verschieden, dann können wir 



M,,-d,^ («.i'^r. + l,...,.) 



Differentialsysieme mit konstanten Koeffizienten. 
wählen. Setzen wir also 

(3) t^.'"=^.v.«., + y„ 

so befriedigen diese Ghrößen die Differentialgleichungen 
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(Q.) 



dt 



r„^?\ 



(rsvo + l,--,«. 



(» = »0 + 1» »«) 



nnd die yi,:> -, y^^ genügen — nach den Ergebnissen der vorigen Vor- 
lesung — dem Differentialsysteme 



(S.) 

wo 



, »o » 

r=l i = ro + 1 

n 



(x = l,»,- ,»-0) 



(<,x=l,2,- -»»o) 



Wenn wir 



i=fo + l 



(<,X=1,»,. ...J») 



setzen, so ist 

Kx)~'Kx)Kx) 



/l 0...0 U,^r„ + i...U„\ 
0. . . 1 Uy^^ro + i • • -W^o 

0...0 1 ...0 



\0 0...0 ...1 / 

/6,,....6i.^ 0...0 >^ 

6.,i....6,^„ 0...0 

«.0+1.1 . ^'i-o+lr,. *• . . . 



Die ZU der Matrix (6jJ (<,x=i,s, »v gehörige charakteristische Gleichung 

(Fl) l^-x- *.x^i = ^^ (.^x^l,-,. ..,.„) 

hat folglich dieselben Wurzeln wie die Gleichung (F), abgesehen yon 
der (n — t'Q)-fachen Wurzel r„. Wenn nun p = n — i/^ wäre, so hätte 
die Gleichung (FJ überhaupt nicht mehr die Wurzel r^; dann wäre 
die auf diese Wurzel bezügliche Untersuchung beendet, und wir könnten 
eme andere Wurzel r^ von (F) vornehmen. 
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Wenn dagegen p> n — Vq ist, so hat die Gleichung (F|) noeh 
die p — n + v^-fache Wurzel r,,. Wir suchen dann Eonstanten 

so zu bestimmen, daß 

(4) t;<'>-wWyi+-- + ti(X 

einer Differentialgleichung von der Form 

(5) ^|^r=»-««^*'+/>(<v., •••,<«>) 

genügt, wo L eine homogene lineare Funktion der eingeklammerten 
Großen mit konstanten Koeffizienten bedeutet. Es soll also: 

sein; hieraus folgt aber: 

und demgemäß: 

(6) 2* "*'(*'''«- *-"*■«) - ^' ''=*•*•• •'•> 

xs= 1 

da weder zwischen den yi, • • •, yr^, i^t^^+i, • • •, v'n noch zwischen den 
^17 * ' > y*-o selbst eine homogene Relation mit konstanten Koeffizienten 
bestehen kann, wenn nicht zwischen den y^^ • - -y y^ eine solche besteht; 
das letztere wurde aber bereits in der sechsten Vorlesung (S. 96) aus- 
geschlossen. 

Es sei nun die Matrix 

(7) i^-^in^.) U,* = l,», -..rj 

vom Range v^; dann besitzt das Gleichungssystem (6) genau v^ — v^ 
linear unabhängige Lösungssysteme 

U^]^l, (y = l,. .»ro; r= f» +1,- • -,»0) 

in denen wir, wenn — wie wir voraussetzen wollen — die Deter- 
minante 

ist, 
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wiUen können. Die v^ - v^ Ausdrücke: 

(8) »?>->'yi«?J + y, (-n+i.--.».) 



befriedigen dann die Differentialgleichungen 

wo die c^y leicht bestimmbare Konstanten bedeuten, während die 
^1'"*; y», einem DiflFerentialsysteme von der Form: 

(s.) ^ -'^yxc,. +2'«"^'^^« +2''^'^^"^« 

1 = 1 l = l-, jlsy^+l 

genügen, dessen konstante Koeffizienten ebenüftlls leicht angegeben 
werden können. 
Setzen wir nun 

n 

(9) ^vTc,,^^;\ 0=n + i, ,^o) 

l^^o + l 

so sind diese v^— v^ Ausdrücke linear unabhängig; denn bestünde 
zwischen ihnen eine lineare homogene Relation mit konstanten Koeffi- 



so würde der Ausdruck 



%.^'-o, 



-^rA' 



^löer Differentialgleichung von der Form 

dv 

dt ='•"'' 



S^^^ttgen, was nicht möglich ist. — Da die Anzahl der linear unab- 
*^ngigen f?^®) gleich n — Vq ist, so folgt hieraus zunächst, daß 

^^ti muß. Wir nehmen nunmehr an Stelle von Vq — v^ der t;<J^) 
j^^ durch (9) gegebenen v^^^ und bezeichnen die so gewählten n — v^ 
^o»r unabhängigen Kombinationen der yj, . . ., y^, die einer Differen- 
^^Igleichung von der Form (Qq) genügen, jetzt mit 
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(11) 4%4%--. <^ r,^n-v,, 

femer bezeichnen wir die r^ — r, linear unabhängigen v^^\ die Differen- 
tialgleichungen der Form (QJ genügen, mit 

(12) 4« 4'>,..,-<« r^ = v,-v„ 
und zwar in der Weise, daß 

~di 



(Qi) -5r = ^«<'^ + ^'^ (-!.«»• -n) 



ist. Dabei sind die r^ + tr^ (Größen (11) und (12) linear unabhängige 
Funktionen ersten Grades der ^i; • . ., y^ mit konstanten Koeffizienten. 
Wir haben dann für die Größen (11) und (12) die t^ + r^ « » — Vj 
Differentialgleichungen 

(r = 1.2,- -»rj (r = l,2, .»r,) 

und f&r die y^, y%f - -, y^^ das Differentialsystem 



(S.x) 



^Ij-^^Vi^i^ + ^M^'^ ■ • ■> <^ 4^ • • ■> 4?), 



wo Ly eine lineare Funktion mit konstanten Koeffizienten der in 
Klammem stehenden Großen bedeutet — Die Wurzeln der charak- 
teristischen Gleichung 

(Fj) iCix~**x^=0 (s« = i,«» • .n) 

stimmen, von der (n — Vi)-fiachen Wurzel r^ abgesehen, mit den Wur- 
zeln der Gleichung (F) überein. 

Wenn nun jj > n — v, ist, so hat die Gleichung (F,) noch immer 
die Wurzel r^; wir haben dann in 

die Konstanten uf^y . . ., u<^) so zu bestimmen, daß t*^*) eine Differen- 
tialgleichung der Form 

"tr - ♦'«*^*' + ^('i"'' • • •' '^u' 4'N • • - <0 

befriedigt, wo L wieder eine lineare homogene Funktion ihrer Argu- 
mente mit konstanten Koeffizienten bedeutet. So fahren wir fort, bis 
die Wurzel r^ ganz erschöpft ist. Wir erhalten auf diese Weise 
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w 






4^---^ ^, , r;. -!/,_, -Vi, 



wo (Tergl. die Gleichung (10)) 

ist; die Ghrößen {a) sind also p linear unabhängige homogene lineare 
Fanktionen der yi,..., y„ mit konstanten Koeffizienten. Indem wir 
bei jedem neuen Schritte gewisse der bereits gewonnenen i^, s^y . . . 
durch geeignete lineare Kombinationen derselben mit konstanten Koeffi- 
rienten ersetzen (ähnlich wie für gewisse der t;^^) die durch die Glei- 
chungen (9) gegebenen ^®> genommen wurden), können wir es erreichen, 
daB die auf diese Weise erzielten p linear unabhängigen Kombinationen 
^®f yi> • • '9 Vny ^® ^ir wieder durch das Schema («) repräsentieren, 
den folgenden Di£Ferentialgleichungen genügen : 



(Q.) 



dt ^«^^ ' 
dz^^^ 

dt «V ' V » 



(vrrl, »,.•.,*,) 



(r«l,2,. •,*!) 



, y^ , die Differen- 



{x«l,2,. -^r^) 



dz^^^ 

Zu diesen treten jetzt die v^^^ n — p ersten y^ , . . . 
tialgleichungen von der Form 

befriedigen, und die charakteristische Gleichung 

hat mit (F) alle Wurzeln, abgesehen von der |>-fachen Wurzel r^, ge- 
mein. Wir yerfahren nun mit dem aus den Gleichungen (QJ, (S^) 
gebildeten Differentialsysteme, unter Zugrundelegung einer von r„ ver- 
schiedenen Wurzel r^ der Gleichung (F) oder (FJ genau so, wie wir 
es vorhin für r„ angedeutet haben. Sind auf diese Weise alle Wurzeln 



(//,x=l,2, 



^n) 
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Ton (F) erschöpft, so haben wir das DifferentialBystem (E) in ein 
DifferentialBystem transformiert, das ans lauter Teilsystemen yon der 
Art wie (Q^) besteht, und wo jedes dieser Teilsystane zu einer der 
voneinander yerschiedenen Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
(F) gehört 

Wir betrachten jetzt eines dieser Teilsysteme, etwa (Q«), etwas 
genauer. 

Wir haben zunächst r^ — r^ einzelne Differentialgleichungen 

rfr?> 



dt 



dann r^ — r, Systeme Ton je zwei Gleichungen 











dann r, — r, Systeme von je drei Gleichungen 


d^^> 




dt -'^-^'-r-e 




dP^ 
dt '^- • ^ ' 




usw.« endlich t^ Systeme von je i -f 1 Oleichu 


- = r r* 
dt - • • 




dt^ 
dt '^' ' ^ • 


• 







t» = r, + l,- ..tj 



«»=r,+ l,- -,«i) 



»>««» + l. .r») 



r=:l,l. ..Ci 



Dabei können naiüriich einzelne der Differenzen 



gleich NoU »eiu. 



Elementatteiler. 

Man nennt nach Weierstraß die Faktoren 
»" - »"«. («0 - «i)-n»al, 
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(r-r„y*\ T,-mal, 

die zn der p-fiEU^hen Wurzel r„ der charakteristischen Gleichung (P) 
gehörigen Elementarteiler der Matrix (a<x~~^<x^) ^^^h i^i über- 
tragenen Sinne^ wenn kein Mißverständnis zu befürchten ist^ auch der 
Matrix (a^ J selbst. — Wir denken uns nun diejenigen Elementarteiler^ 
die wirklich auftreten^ der Reihe nach hingeschrieben^ natürlich jeden 
80 oft, wie die zugehörige der Zahlen r^ — tri, r^ - 
anzeigt: 

(1) (2) «a> 

wo die Exponenten eine nicht zunehmende Folge: 



1^2, 



.w^.w 



►('«) 



bilden mögen. Dann besteht also das Teildifferentialsystem (QJ, das 
der Wurzel r^ entspricht, aus i^ gesonderten Teildifferentialsystemen, 
die den einzelnen Elementarteilem entsprechen, und zwar hat das zu 
dem Elementarteiler (r — rj*' gehörige Teildifferentialsystem die Form: 

du 



(Q(«.«^)) 



dt 
dt 



ra^ 



du 



g-i 



dt 

du 

g 

dt 



^«'*r,-l + W^? 



Form 



Die Eoeffizientenmatrix dieses Teildifferentialsystems hat also die 




Qaa 



und die Integration von (Q(^^)) läßt sich nunmehr auch sofort vollziehen. 

Sehletinger, UnMtfe DifferentUlglelohongen. 9 



''-^==r,t*,_,+.y«'*) 
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Zunächst ergibt die leiste Oleichimg des Systems 

WO c„ eine Integrationskonstante bedeutet; dann folgt aus der yorletzten 

Gleichung 

du 

dt 

für u„^i die Darstellung 

und durch Fortsetzung dieses Verfahrens ergibt sich 

wo auch o^_^, . . ., Cs, c^ Integrationskonstanten bedeuten. Durch ge- 
eignete Spezialisierung dieser Eonstanten können wir nun ohne weiteres 
eine Integralmatrix 

(<,x = l,»,...,a) 

des Systems (Q^^^)) herstellen; wir kommen spater ausfOhrlich darauf 
zurück^ wie diese Integralmatrix in einer f&r unsere Zwecke geeigneten 
Weise einzurichten ist. Wir bemerken nur noch das Folgende: Das 
allgemeine Integralsystem u^,*-j u^ des Systems (Q/^^^) hangt Yon 
der besonderen Konstitution dieses Systems und überdies nur yon dem 
Werte der Wurzel r„ ab. 

Nunmehr vereinigen wir die zu den sämtlichen Terschiedenen 
Wurzeln von (F) 

bezw. zu den diesen Wurzeln entsprechenden Elementarteilern gehörigen 

Systeme (Q^"'*')) (»^a./!^. •. •;a=«(.^\ • ,c^*»), zu einem Differentialsysteme 

n 

*) Das allgemeine Integral der kompletten Differentialgleichung 

du 



lautet: 



dt-*" + 9 



„=/'"Jgr-^""dt. 



Teildiffereniialiysteme. Ähnliche Matrizen. 131 

dann geht dieses System ans (E) durch eine Transformation von der 
Form 



(13) v^-yyz»,. 



herYor, wo die u^^ wohlbestimmte Eonstanten bedeuten^ deren Deter- 
minante nicht verschwindet. Die Koeffizientenmatrix von (E) enthält 
kodiagonal aneinandergereiht die Teilmatrizen 

und an den übrigen Stellen lauter Nullen, d. h. es ist: 

Q„,m ... 

(rj - («,,)-* (a„) («, J = ( «•« , , 

o...p..(;.) 

und ähnlich ist eine Integralmatrix Ton (K) aus den Integrahnatrizen 
der Teilsysteme (Qt**")) aufgebaut: 

F„,(i) ... 

, . . " F„.it) 0...0 
(»««)■ 

'" . . . F„('.) 

eine Integralmatrix von (E) ergibt sich dann durch die Formel 

(14) (yj - KJ iuJ-\ 

Wir ziehen nimmehr ans den bisherigen Ergebnissen eine wichtige 
Folgenmg. — Betrachten wir nämlich an Stelle von (a^ J irgendeine mit 
(a^J ähnliche Matrix 

(0 = (0"'(0(0. 

80 ist, wie in der sechsten Vorlesung (vergl. 61. (43) S. 99) gezeigt 
worden ist^ auch 

(Pin- *<x^) = (ö.x)""' Kx - ii.r) (o, J ; 

es sind alsO; wie bereits a. a. 0. hervorgehoben wurde, einerseits die 
Wurzeln der zu (i^J gehörigen charakteristischen Gleichung 

(rf,x = l,», ..,«) 

mit denen der zu (a^ J gehörigen charakteristischen Gleichung identisch. 

9* 
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Andererseits erkennt man aber auch, daß^ wenn wir fSr irgendeine 
dieser Wurzeln^ etwa r^f die zugehörigen Elementarteiler der Matrix 
(&^J in derselben Weise bestimmen, wie dies in dieser Vorlesung ffir 
(a^ J auseinandergesetzt wurde, sich genau dieselben Elementarteiler er- 
geben müssen wie für (a^^) selbst. Denn es treten z. B. an die Stelle 
der Gleichungen (2) dieser Vorlesung die Gleichungen 



2' 



x^ 

die Matrix (6<x— *<xO bat aber, da sie mit (Oin—^ix^a) äbnlich ist^ 
denselben Rang wie diese letztere Matrix usw. — Für die ähnlichen 
Systeme (a^^), (6^ J stimmen also, wie wir sagen können, die Elementar- 
teiler überein, oder — wenn wir die Matrix (r^J die kanonische Form 
der Matrix (a^J nennen — die ähnlichen Matrizen (a^J, (b^J haben 
dieselbe kanonische Form. 

Dieser Satz ist nun, ähnlich wie der analoge, für den Fall un- 
gleicher Wurzeln der charakteristischen Gleichung in der sechsten Vor- 
lesung aufgestellte, umkehrbar. — Bedeutet nämlich jetzt (6^ J eine 
Matrix Ton n* Elementen, deren Elementarteiler mit denen von (a,J 
übereinstimmen, so ist (6,.^) in die kanonische Form (r^ J transformier- 
bar, d. h. es gibt eine Matrix (ü^^), so daß 

ist. Dann folgt aber ohne weiteres die Darstellung 

d. h. es ist (6^ J mit (a^ J ähnlich. Wir haben also jetzt den folgenden 
Fundamentalsatz dieser Theorie ganz allgemein bewiesen: 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
daß die beiden Matrizen (a^J, (6,.J (<,x=i,», • ,«) ähnlich sind, 
bestehen darin, daß die Elementarteiler dieser Matrizen 
übereinstimmen. Damit ist zugleich die in der fünften Vorlesung 
(S. 72 unten) formulierte Aufgabe vollkommen gelöst. 

Wir wenden uns nun — dem in der sechsten Vorlesung befolgten 
Wege gemäß — zu der Betrachtung des Cauchyschen Systems 

(H) ^«=Vy "1", (x-1.1. ...) 

^ ^ dx ^j ^^ x—a ' 

das aus (E) durch die Transformation 
(15) t = log {x-a) 
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hervorgeht^ und stellen ihm sogleich das System 

an die Seite^ das durch dieselbe Transformation aus (K) entsteht^ und 
wo die v^ mit den y^ durch die Gleichungen (13) 



n 



ix (x = l,»,- ,.) 



yerknüpft sind. Das allgemeine Lösungsystem u^y . . ,,u„ des dem 
Systeme (Q<^^)) entsprechenden Teilsystems von (0) lautet in seiner 
Abhängigkeit von x (vergl. S. 130) 

«*i = (^ - a)'-a (ci + c, log (x - a) + . . . + c„^, ^^?^-.J^-Y-''^ 






u,= (rr-a)^a(c,+ eilog(:t:-a) + ... + c/^?^;;j^^), 

**<T-1 = (^ - O'Y^ (Ca-l + Cr, log (^ - «)) , 

. ««=(^-a)'"«c^. 

Wir wollen jetzt, durch geeignete Wahl der Integrationskonstanten; eine 
Integralmatrix dieses Teilsystems herzustellen suchen^ deren Änderung 
bei einem Umlaufe der Variabeln x um den Punkt a sich in möglichst 
ein&cher Form angeben läßt. 

Eine Integralmatrix (y^^) von (H) wird^ wenn x den gedachten 
Umlauf vollzieht, eine gewisse lineare Substitution (o^ J erfahren, d. h. in 

(16) (cjij,,,) 

übergehen. Zu der Matrix (o^ J gehört eine gewisse charakteristische 
Gleichung 

(17) |c„-d,,a,| = 0, 

die zum Punkte x = a gehörige Fundamentalgleichung (vergl. sechste 
Vorlesung, S. 102), deren Wurzeln wir durch (Dj, . . ., ©^ bezeichnen. Wir 
denken uns nun die Matrix (c^^) in ihre kanonische Form ((o^^) 
transformiert, 

(«J = (yJ""'(0(yJ; 

dann wird 
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eine Integralmatrix von (H) und entsprechend 

eine Integralmatrix von (6) sein, die beim Umlaufe um a die kano- 
nische Substitution ((0^^) erleidet. Diese Integralmatrix (v^^) wollen 
wir aufstellen. Wir bemerken, daß die kanonische Form der Matrix 
(c^J natürlich von der besonderen Wahl der Integralmatrix (y^J un- 
abhängig ist, da ja (vergl. die fünfte Vorlesung, S. 72) die Sub- 
stitutionen, die verschiedene Integralmatrizen desselben Differential- 
systems bei demselben Umlaufe erleiden, einander ähnlich sind. Die 
aufzustellende Integralmatrix (v^.J ist daher auch unabhängig von der 
Wahl der Integralmatrix (y^J. 

Um unsere Aufgabe zu lösen, setzen wir 

2w)/--l 

dann hat s die Eigenschaft, sich bei dem in Rede stehenden Umlaufe 
von X um den Punkt a in s + 1 zu verwandeln. Die Ausdrücke für 
i«j , . . ., ti^ können in der Form 



(18) 






u„^(x — ayafi<"-^)(s) 
geschrieben werden, wo 

(19) f(8) - Ci + C,S + . • . C,., ^-_ ^ + C,^^;^, 

gesetzt wurde und 2^^,..., ö^ wieder Integrationskonstanten bedeuten, 
während f'(s), f'\8), . . ,f^"'^^(8) die sukzessiven Derivierten von f(8) 
nach s bezeichnen. 

Wir setzen nunmehr 

5(«)= 5(5 — 1) . . . (5 — X + 1); (x=i,2,...) 

dann läßt sich die ganze rationale Funktion /*(«) in die Form 

(20) fis) =. C. + C.s<') + . • . + C„_,fj;l, + C„ -J~~^^, 

setzen, wo die C^^ C,, . . ., C^, ebenfalls als Integrationskonstanten be- 
trachtet werden können. Bezeichnen wir dann — nach der in der 
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DifferenseDrechnuDg üblichen Weise — fOr irgendeine Funktion 9(5) 
Ton s die Differenz g>{s + 1) — q){s) mit ^q>(s), setzen also 

9(s + 1) - (p{s) - Ag>(s), 
und ebenso weiter 

A(p(5+l)-A(]p(5) = A«9)(s), 
A^-^9(« + 1) - A^-*9(5) « A^qp(s), 



so ist offenbar 
-und femer 



(x = l,»....) 



"Wir haben also die Formeln 






(21) 



Ar(») = liAY(»), 



AYW(s) = ----AY(«)- 



Wir wählen nun die Integralmatrix 

(<,« = !, »,•••0) 

des Differentialt^stema (Qi'^")) in folgender Weise. Zuvörderst sei 

■ ««1 = («-«)'■«/'(«), 



{22») 



I u,, = {x-ayaa>"^-*A''-*f(s), 



dann ist znfolge der Formeln (18) und mit Rflcksiclit auf (19): 

«a,-(*-«)'"''r(»), 
«,-!,» =(a'-«)'«»«Ar(s), 



(22«) 



«,,-(«- o)'-«o)2-*A''- Y'(») 
«„„=(a;-a)-«/t'' -»)(«), 



usw., endlich 

(22*) 

iriQirend 

(23) «ix = 0, (•■<«)• 

Lassen wir x den Umlauf um den Punkt a vollziehen, so malti- 
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plizieren sich Mh, ti,,, . . ., u„^ mit dem Faktor e**>^-^'"«; wir haben also 
in diesem Faktor eine Wurzel der Fundamentalgleichung (11\ 
können demnach gleich 
(24) o„=e»*V~ir„ 

setzen. Wenn wir also das, was aus u^^ wird, wenn x den Umlauf 
um a vollzogen hat, mit tr,-^ bezeichnen, so ist 

U,,= (Oa^ii- («=1,1, ,<r> 

Femer ergibt sich z. B. für 

u,i = (a; — ayao^-'A^-'/C«) <•'=-*» ■»*'> 

die Änderung: 

ön = (^ - aXaa>-- + W-/(« + 1); 

wir finden also, da 

ts.^-'f{s + 1) = A"-/(5) + LT-'^^fis) 
ist, 

«*« - ^a^n + «*<-i,i • 

In ähnlicher Weise finden wir allgemein: 

d. k die durch die Ausdrücke (22), (23) gq^bene Integralmatrix V^„ 
des Teilsystems (Q^"^^^) erleidet bei dem in Bede stehenden üml&ofe 
die Substitution: 

o. ... 0^ 

o. • . • . _ o 



. . . 1 ö 



die zufolge der Gleichung (24) Ton r^ nur in der Weise abhängt^ daB 
sie keine Änderung erfahrt, wenn in dem Teildifierentialsysteme (Q^^^^) 
an die Stelle von r^ die Große r^+ g gesetzt wird, wo g eine beliebige 
ganze Zahl bedeutet 

Wir schließen hieraus und aus der Art, wie die Int^ralmatrix (r. ) 
des Systems (G) beziehungsweise (K) aus den Teilmatrizen F«« auf- 
gebaut ist (S. 131), daß die Matrix (v^ J durch den in Rede stehenden 
Umlauf der Variabein x diejenige Substitution erfahrt, die entsteht^ 
wenn wir die Teilmatrizen Slatt in derselben Reihenfolge kodiagonal 
aneinanderreihen, wie die F^^ in (v.J aufeinanderfolgen, und die 
übrigen Elemente durch Nullen ersetzen. Wir schreiben diese Sub- 
stitution : 
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Sl„M ... 



Ä-(oJ-/ ß„.^«0...0 
(«,» = 1,1, • ,«) 



. . . ß. ('.) 



sie BteUt also in der Tat die kanonische Form der Substitution (c^^) 
dar, die |irgendeine Integralmatrix des Systems (H) bei unserem Um- 
laufe erfahrt. 

Wir können jetzt die Aufgabe (siehe S. 94), eine Funktional- 
matrix (^^J anzugeben, die eine vorgeschriebene lineare Substitution 
(c^^) erföhrt, wenn x den Punkt a umkreist, im allgemeinsten Falle 
losen. Wir haben zu dem £nde zuvörderst die Matrix (c, J in ihre 
kanonische Form zu transformieren, also die Wurzeln der Gleichung 

und die zu diesen gehörigen Elementarteiler der Matrix (c^J aufzu- 
stellen. Seien diese £lementarteiler 

(25) (O - (O^y (* = «,/*,. .•.*•. a = ell),...,el^)). 

Wir setzen dann 

wodurch die r, natürlich nur abgesehen von additiven ganzen Zahlen 
bestimmt sind, und bilden uns eine kanonische Matrix mit den £le- 
mentarteilem 

Sei diese kanonische Matrix (r^ J. Die Willkürlichkeit, die den durch 
die Gleichungen (26) gegebenen r,. noch anhaftet, kann bei der Auf- 
stellung von {r^J) in folgender Weise zur Geltung gebracht werden. 
Wir können in jedem einzelnen der Elementarteiler (r — r^Y för r^ eine 
andere Determination des Ausdruckes (26) wählen, also entsprechend 
den Elementarteilem 

(o - CO J •• , . . . , (üj - CO J •• 

der Matrix (c^ J, etwa 

(r - r<^>)''' ...,(r- r^'f\ 

WO sich die r^^\ . . ., i^'y) um irgend welche additive ganze Zahlen von- 
einander unterscheiden können. Für das Gauchysche Differentialsystem 
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wird dadurch, im Sinne der oben (S. 136) gemachten Bemerkung, die 
Substitution, die eine Int^pralmatrix erfahrt^ wenn x den Punkt a um- 
kreist, in keiner Weise beeinflußt. 

Für das Gauchysche System (6) bilden wir uns dann diejenige 
Integralmatrix (p^J, die beim Umlaufe ron x um den Punkt a die 
kanonische Substitution (tu,. J erfahrt; diese kanonische Subetitution ist 
dann nichts anderes als die kanonische Form der Matrix {e^^. Wenn 

(«^*.> = '>..)(«..)(y.J-' 

ist, so erleidet die Integralmatrix 

(9.J = (yJ(0 

des Systems (G) bei Umkreisung des Punktes a die vorgegebene Sub- 
stitution (CjJ. 

Wir greifen jetzt wieder auf das Difierentialsystem 

(B) ,; =,2y^a.. 

lurück, dessen Koeffizienten a,-^ in dem den Punkt a umgebenden swei- 
fach zusammenhangenden Bereiche 9 holomorph, also nach Lmurent- 
sehen Reihen 

entwickelbar sind. Wenn dann die auf dem geschlossenen Wege s 
^TergL sechste Vorlesung S. 92) erstreckte konstante Matrix 

gesetzt wird, so ist die Integralmatrix 

* 

^^ 

nach den Auseinandersetzungen der sechsten Vorlesung (S. 94) in der 
Form 



^» ^^ • 9B 



i 
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clantellbar; dabei bedeutet (^^J die im Sinne der obigen Vorschrift 
gebildete y^Canchysche Matrix^', die bei Umkreisung Yon a die Sub- 
stitution (Cfjg) eifsiirt In dieser sind die r^, r^, • • -7 ^« ^^^ abgesehen 
^on additiven ganzen Zahlen^ die innerhalb eines jeden einzelnen Ele- 
mentarteilers noch ganz beliebig gewählt werden können, bestimmt, 
vnd die Determinationen der im allgemeinen unendlich vieldeutigen 
Ausdrücke 

{X — €kfr^ log {X — a) 

sind in geeigneter Weise zu fixieren. Wir nennen (Q^J die mit {y^^ 
:in bezng auf den Punkt a oder den Bereich % kogrediente Gauchy- 
sehe Matrix und können nun auch, indem wir den Ausdrücken 

{x — afv^ log {x — a) 

:shre ganze Vieldeutigkeit belassen, die auf einem beliebigen innerhalb 
^ yerlaufenden Wege erstreckte Integralmatrix 



^orch die Formel 






klarstellen. Die Gleichung 

^e Ton der Wahl der Integralmatrix (y^^ unabhängig ist, heißt die 
iram Punkte a gehörige Fundamentalgleichung des Differential- 
Systems (B), und die Integralmatrix 

die bei Umkreisung von a die kanonische Substitution (cj,.J erfahrt, 
heißt die zum Punkte a gehörige kanonische Integralmatrix. Von dem 
C au chy sehen Differentialsysteme (G) sagen wir wohl auch, daß es 
mit (B) in der Umgebimg von a (oder innerhalb ä) kogredient sei. 

Damit ist die Untersuchung des Verhaltens der Lösungen eines 
linearen Differentialsystems in der Umgebung einer Stelle a, die eine 
isolierte Singularität der Koeffizienten ist und in deren Umgebung sich 
diese Koeffizienten eindeutig verhalten, erledigt. Mit Rücksicht auf 
später zu behandelnde Probleme heben wir unter den Ergebnissen dieser 
Vorlesung die beiden folgenden hervor: 
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1) Wenn (c^.,) eine beliebige konstante Matrix mit nicht ver- 
schwindender Determinante nnd a einen beliebigen Pnnkt bedenteiy 
so laßt sich stets ein Canchjsches Differentialsystem mit dem sin- 
gnlaren Ponkte a herstellen, das eine Integralmatrix besitzt^ die bei 
Umkreisong yon a die Substitution {e^^ erfahrt 

2) Für ein beliebiges lineares Differentialsystem, dessen Koeffi- 
zienten in der Umgebung der isolierten singulären Stelle a eindeutig 
sind, existiert ein mit ihm in der Umgebung ron x ^ a kogre- 
dientes Cauchysches DiffisrentialsTstem. 

Der Verallgemeinerung dieser beiden Ergebnisse auf den Fall, wo 
statt eines Punktes a eine beliebige endliche Anzahl solcher singulirer 
Punkte in Betracht kommt, wird ein wesentlicher Teil der nun fol- 
genden Untersuchungen gewidmet werden.'^) 



*) In beeng auf die in dieser Tozlesnng t.S. 122 — 129) gegebene Dant^nng 
der Theorie der Elementazteiler rergleiche man die mir wftluend der Dracklegm^ 
bekannt gewordene Inmngaraldissertation ron J. Wirth: ^über die Elementarteiler 
einer linearen Substitution'^ (Freiborg L Br. 1906\ 



\ 
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Sinc^nlaTitftten monogener Funktionen. Punkte der Unbestimmtheit. 
^^)üreTentialfly8teme« deren Ifösungen in einem Punkte nicht unbe- 
^itimmt sind. Die su dem singulären Punkte gehörige Oauehysche 
3fatrix. Determinierende Fundamentalgleichung imd Matrix. Unter- 
«ohoidung sweier FftUe. Diskussion des ersten Falles. Besiduen- 
onatrix. BekursionsformeL Beduktion des zweiten Falles auf den 
•«rsten. Differentialgleichungen n-ter Ordnung. Fundamentalsystem. 
"Wronskisohe Matrix imd Determinante. Notwendige Form der 

Koeffizienten. 

Die in der yorigen Vorlesung angestellten Untersuchungen haben, 
sofern sie sich auf die Theorie der allgemeinen linearen Differential- 
systeme beziehen, einen ausschließlich qualitativen Charakter, indem 
sowohl für die Bestimmung der Exponenten r^, r^, . . ., r, als auch für 
die Berechnung der Reihenkoeffizienten €\^J keine Methode angegeben 
worden ist, die bei gegebenen Werten der Entwickelungskoeffizienten 
«55 zum Ziele führen würde (vergL die Formeln S. 139 der vorigen 
Vorlesung). Wir wenden uns jetzt einer Fragestellimg zu, die zu 
einem speziellen Falle von großer Wichtigkeit führen wird, in dem 
sich das Verhalten der Lösungen eines linearen Differentialsystems in 
der Umgebung einer isolierten singulären Stelle auch quantitativ ver- 
folgen läßt. Diese von Fuchs (1865) herrührende Fragestellung ist 
fOr die ganze Entwickelung imserer Theorie von ausschlaggebender 
Bedeutung geworden; ehe wir aber auf eine genaue Formulierung der- 
selben eingehen, müssen wir einige Bemerkungen über die Natur der 
Singularitäten monogener Funktionen vorausschicken. 

Für den Fall eindeutiger Funktionen oder allgemeiner, in einem 
Bereiche, wo sich ein Zweig einer monogenen Funktion eindeutig ver- 
hält, unterscheidet man — wie aus den Elementen der Funktionen- 
theorie bekannt ist — zwei Hauptarten von Singularitäten: Pole und 
sogenannte wesentlich singulare Stellen. In der Umgebung eines 
Poles ist eine monogene Funktion in der Form 

H + -J^Ä + cco + a^{x-a)-\ in inf. 



{x^ay 
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darstellbar, wo g eine endliche positive ganze Zahl — die Ordnungs- 
zahl des Poles a — bedeutet; man sagt dann Ton dieser Funktion, 
daß sie daselbst den Charakter einer rationalen Funktion besitzt^ 
oder auchy daß sie in der Umgebung Ton jr =» a meromorph seL 
Eine singulare Stelle einer eindeutigen Funktion, die kein Pol ist^ 
heißt eine wesentlich singulare Stelle. Ist dieselbe isoliert, d. h. laßt 
sich eine Umgebung dieser Stelle so abgrenzen, daß inneriialb dieser 
Umgebung keine andere Singularität der Funktion gel^^ ist, so läßt 
die Funktion daselbst eine Entwickelung in eine Laurentsche Reihe 



T *» 



zu. — Diese für den Fall eindeutiger Funktionen völlig musreichenden 
Festsetzungen lassen sich jedoch auf den Fall mehrdeutiger Funktionen 
nicht übertragen. Man muß vielmehr, um zu allgemein gültigen De- 
finitionen zu gelangen, nach dem Vorgänge von Fuchs^), den Werte- 
vorrat der Funktion in Betracht ziehen, dessen die Funktion fähig 
ist, wenn sich die unabhängige Variable dem betreffenden singularen 
Punkte annähert Wir stellen die folgenden Definitionen auf: 

Es sei a ein Punkt, um den sich ein endlicher und ein&ch zu- 
sammenhängender Bereich 9 so abgrenzen läßt, daß jeder Zweig der 
Funktion f{x) in der Umgebung einer jeden von a verschiedenen Stelle 
des Bereiches % holomorph ist Wir denkoi uns von a aus einen 
Schnitt { nach der Begrenzung von 9 hin gel^, dann ist in dem so 
zerschnittenen Bereiche 91 jeder Zweig von f{x) eindeutig determiniert 
Es möge dann f{x) die Eigenschaft haben, daß jeder Zweig von f{x) 
sich einem bestimmten endlichen oder unendlich großen Gbenxwerte 
annähert^ wenn die Variable x auf einem bdieb^en Wege, der gans 
innerhalb 9 verbleibt und den Schnitt / nicht überschreitet, sich dem 
Punkte a annähert, und zwar m^e die Annäherui^ des betrefEanden 
Zweiges von f{x) an diesen Grenzwert gleichmäßig erfolgen, d. h. 
also mit andern Worten: Denkt man sich um a als Zentrum zwei 
konzentrische Kreise K^ und Kr mit den Radien f, i;; beschrieben, die 
ganz innerhalb 9 verlaufen und wo t; •< ^ ist, so kann die Differenz 
zwischen den beiden Werten, die irgendein Zweig von ^(x ) in einem 
beliebigen Punkte des Kreises K^ und in einem beliebigen Punkte von 
Jl^ annimmt dadurch beliebig klein gemacht werden, daß man den 
Radius f des größeren Kreises hinreichend klein wählt — Wir sagen 
dann, daß die Funktion f(x\ in dem Punkte a nicht unbestimmt 

•^ Sitciiiigsl>eiiclit4> 18Ä6, Werke. Bd, II, S. SSS, vergL S. 41&, 
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ist. — Dagegen soll ein Punkt a, der so beschaffen ist, daß in jeder 
Kähe desselben Punkte rorhanden sind, in denen die Funktion f(x) 
joicht unbestimmt ist, der aber selbst nicht zu diesen Punkten ge- 
liort, ein Punkt der Unbestimmtheit der Funktion f{x) genannt 
'werden. 

Im Sinne dieser Definition ist z. B. 2; » a für die Funktionen 

{x^ay, log(x-a), 

wo r eine beliebige komplexe Größe bedeutet, ein Punkt, wo diese 
JHmktionen nicht unbestimmt sind. Femer kann man zeigen, daß^ 
wenn f(x) in der Umgebung von rc » a in der Form einer Laurent- 
«chen Reihe darstellbar und in dem Punkte a nicht unbestimmt ist^ 
die Anzahl der Potenzen von x — a mit negativen Exponenten, die in 
^ener Laurentschen Reihe wirklich auftreten, eine endliche, d, h. x=^a 
«in Pol oder eine reguläre Stelle für diese Funktion sein muß. Allge- 
mein ist ftlr eine eindeutige Funktion ein Punkt, wo die Funktion nicht 
unbestimmt ist, notwendigerweise ein Pol oder eine reguläre Stelle. 
Wir werden darum im folgenden auch für die „wesentlich singulären 
Stdlen'' eindeutiger Funktionen die Bezeichnung „Punkte der Unbe- 
stimmtheit^ benützen. 

Nach diesen Festsetzungen können wir die Fragestellung, der wir 
zunSchst unsere Aufinerksamkeit zuwenden wollen, in folgender Weise 
fiissen. 

Es sei, wie in der vorigen Vorlesung, a: == a ein Punkt, in dessen 
Umgebung die Koeffizienten des linearen Differentialsystems (B) in der 
Form Laurentscher Reihen darstellbar sind. — Wir wollen den 
Fall untersuchen, wo die Lösungen von (B) im Punkte a 
nicht unbestimmt sind. 

Dazu ist offenbar notwendig und hinreichend, daß die Elemente 
einer Litegralmatrix, z. B. die der zu x = a gehörigen kanonischen 
Integralmatrix 



i%.) - («',«) {ßf-^"" - ")') 



im Punkte a nicht unbestimmt seien, und dies erfordert wieder, nach 
den obigen Auseinandersetzungen, daß in den Laurentschen Reihen 

die Anzahl der wirklich auftretenden Potenzen mit negativen Exponenten 
eine endliche sei. — Hieraus können wir aber sofort einen Schluß auf 
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das Verhalten des Koeffizienten a^^ des DifiFerentialsystems (B) ziehen. 
Da nämlich 

(1) («J=i>.(^J = (^J-KS') 

ist^ so folgt ohne weiteres , daß auch die a^^ im Punkte a nicht un- 
bestimmt sind; da aber andererseits diese Funktionen in der Umgebung 
Yon a eindeutig sein sollten, so ergibt sich weiter, daß der Punkt 
a nur ein Pol der Funktionen a^^ sein kann. 

Aus der Jacobischen Gleichung (siehe zweite Vorlesung, S. 21) 

worin C eine Eonstante bedeutet, folgt durch Differentiation 

(3) ^•2'««=^- 

x = l 

Da a nur ein Pol der Funktionen a^^ sein kann, so ist f&r diese 
homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung der Koeffizient 

in der Umgebung von a; = a in der Form 

darstellbar; femer ist die Lösung A im Punkte a nicht unbestimmt. 
Aus (4) ergibt sich aber fQr A die Darstellung 

WO ^{x) eine in der Umgebung von a; = a holomorphe Funktion be- 
deutet^ die für x ^ a nicht verschwindet. SoU also A in o; »> a nicht 
unbestimmt sein, so muß notwendig A ^ 1 sein, d. h. der Koeffizient 
einer linearen homogenen Differentialgleichung erster Ord- 
nung, deren Integral in dem Punkte a nicht unbestimmt ist, 
hat in a höchstens einen Pol erster Ordnung, und umge- 
kehrt, wenn der Koeffizient in x^a höchstens einen Pol 
erster Ordnung hat, so ist das Integral in a nicht unbestimmt. 
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Es ist folglich für unser Differentialsystem (B): 

xsl 

WO ^(x) eine in der Umgebung von a holomorphe Funktion bedeutet, 
und 

(6) \ru, -{x-ayg>(xl 
wo 

(7) r-Res.^««»» 9'(«) + 0. 

X = l 

um nun weitere Schlüsse ziehen zu können, wollen wir uns über 
die Gauchysche Matrix (v^J noch in geeigneter Weise disponiert 
denken. In dem allgemeinen Falle der vorigen Vorlesung waren die 
Exponenten r, nur abgesehen von additiven ganzen Zahlen bestimmt, 
die innerhalb eines jeden einzelnen Elementarteilers noch nach Be- 
lieben gewählt werden konnten ; in dem uns jetzt beschäftigenden Falle, 
wo in den Reihen (p^^ nur eine endliche Anzahl mit negativen Expo- 
nenten versehener Potenzen auftritt, liegt es nahe, diese additiven ganzen 
Zahlen in folgender Weise zu fixieren: 

Wir betrachten in der Gau chy sehen Matrix (t7^J und in der 
kanonischen Matrix 

(r,J = (ar - a)I),iv,,) 

die einem bestimmten Elementarteiler (r — r J" entsprechenden Teil- 
matrizen V^g beziehungsweise 

r,^0 ...0 

1 ^+i,,+iO ...0 

.0 




wo also 

ist. Wenn wir in q^^ die Diagonalglieder nicht gleich r^, sondern gleich 
r^ + g^a setzen, wo g^^ eine ganze Zahl bedeutet, so kommt dies oflFenbar 
daraid* hinaus, daß wir in der Teilmatrix V^„ von (r^ J jede Kolonne 
mit (x — ay* a multiplizieren. Dies entspricht aber der Rechtskompo- 
sition der Matrix (v^^) mit der Matrix 

.(8) iä,,{x-ayi) 

9l'- Qt-i." ^•■t 9t ^T + o-l = 9,a-^ 9r^.a <?• = 0. 

Sohletinger, lineare Differentiftigleichuogen. 10 
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Durch die gedachte Ändemng wird also die Matrix (^^J mit der 
Matrix (8) Ton links her komponiert^ d. h. es wird in (^^ J jedes Ele- 
ment der T-ten, (t + IVten, . . ^ (r + ^ — l)-ten Zeüe, cL h. jedes der 
Elemente 

(9) y^.^ (.=«,r + l, -,» + •- l;je = l,l,,«) 

mit (x — a)^vo multipliriert. Wir können also durch geeignete Wahl 
Ton 47,0 erreichen, daß 

1) durch die Multiplikation mit (x — a^r«! in allen Elementen (9) 
die etwa auftretenden Potenzen mit negatiTen Exponenten Ter- 
nichtet werden, und daß 

2) die so entstehenden holomor|Aen Elemente nicht alle fftr x = tt 
rersch winden. 

Wir denken uns nun die r^. ;i^i.2. -.a^ bereits ron Tomherein so 
eingerichtet, daß f&r jeden Elementarteiler die noch unbestimmten addi- 
tiren ganzen Zahlen so gewählt werden, daß in den entsprechenden 
Zeilen ron {^i^> die Elemente holomorph und nicht alle f&r x =» a 
^eich Null sind. Wir sagen dann Ton (r^^), daß es eine Cauchysche 
Matrix sei, zu der die Integralmatrix (i;,.^) im Punkte x^a ge- 
hört; fiemer nennen wir, im Anschlüsse an Fuchs, die ehaiakteristi- 
sehe Gleichung 
(^10) r.^-^i^r -0 ^ci.1. ..) . 

des Cauchrschen DiSerentialsTstems 



rfr. 



(«=1, •...-,•) 



an ^_Vr -5^ 

die determinierende Fundamentalgleichung des Diffierential- 
sTslems (B\ die zum Punkte x «- a gehört, und (r,.^> sdbet soll als 
dÜe za X ==» a gehörige determinierende Matrix Ton (B) bezeichnet 
werden. Dm es nur auf die Elemaitartoler Ton (r^^ ankraunt^ so kann 
auch irgendeine mit \r^^ ihnliche Matrix als determinierende Matrix 
sehn. 

Wir setzen nun fiir die holomorphe Manix 






v» = « 



iek. da aUgemein zu reden die DetanBEunanle f,.,[ im Punkte 



X » « nodi Ton endÜdicr ganzxahliger Ordnu^ Teradiwindat kann» 
der I^BBkt x «- • ftr das liiwttre DiffMentudsTstem 
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•») Ä-j" ».»-., 

ein regulärer oder ein außerwesentlich singulärer Punkt (siehe sechste 
Vorlesung, S. 92). 

Fflr die Gauchysche Matrix (v^J ergibt sich nach der Jacobi- 
schen Gleichung 

n 

\^i*\^ const. (a? — 0)*"= ^ , 
wir haben also, da zufolge der besonderen Form der Matrix (r,. J 

*'xx="^x tx=l,2,...,«) 

ist (wenn wir mit r^, . . ., r^ die n Wurzeln der determinierenden Fun- 
damentalgleichung (10) bezeichnen) 

% 

( 15) >ix : = <^onst {x — a)«=i '. 

Amb 

CI6) ('?,x)-(f,J(9j 

ergibt sich aber 

^wir haben also zufolge der Gleichungen (6), (7), (15) 
C17) \v,^' = (x-artO(x), 



08^ ü-Re8„2'«.«-2' 






und if(x) eine in der Umgebung Ton rr =» a holomorphe Funktion be- 
deutet, die für o; =» a nicht yerschwindet. 

Die Größe R ist eine nicht negative ganze Zahl. Wir haben nun 
zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem 

1) R^O, 

2) R>0 
ist 

Im ersten Falle R = hat also die Determinante ; (p^^ \ in a 
einen von Null yerschiedenen Wert; es sind demnach die Elemente der 
Matrix (fijg)"^ und folglich auch die Koeffizienten {\^) des Differential- 
systems (14t) in der Umgebung von x » a holomorph. Nach der 

10* 
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Gleichung (16) und der Derivationsregel (lY) der zweiten Vorlesung 
liaben wir aber 

(19) Kx) = (.vJ-'i^^ (Vi.) + (^,); 

die Funktionen a,^ haben demnach im Pnnkte x ^ a höehsteni 
einen Pol erster Ordnnng. — Es sei 



(20) 



«'« = Ä + *'«(^)' 



ferner setzen wir in Übereinstimmung mit (12) 

9 Ja) = ei«>; 
dann ist also nach (19) 

(21) (^x) = (*i»0-Kn,)(*i''), 

d.h. die Eoe£6zientenmatrix (r^ Jdes Gauchyschen Differentialsystems (11) 
ist nichts anderes als die kanonische Form der zum Punkte o? » a ge- 
hörigen Residuenmatrix (^J. Damit ist also in diesem Falle f&r 
die bisher nur abstrakt definierte determinierende Matrix (r^J eine 
Definition gefunden, die die wirkliche Aufstellung dieser Matrix er- 
möglicht, wenn die Koeffizienten des Differentialsystems (B) bekannt 
sind. Wir sagen kurz: in diesem Falle (R= 0) ist die Residuen- 
matrix selbst die determiuierende Matrix. 

Auf diese Weise ist also durch die Residuenmatrix (Ä^^) der 
Koeffizienten des Differentialsystems die Gauchysche Matrix (Vf^y 
zu der die Integralmatrix (17^ J im Punkte x ^ a gehört, Yollkommen 
determiniert. Wir zeigen jeizt weiter, wie man aus den Entwicklungs- 
koefißzienten der ^i^{x) (Gleichungen (20)) die Entwicklungskoeffizienten 
der (Pix{x) herstellen kann. Zu dem Ende schreiben wir die Gleichung (19) 
in der Form 

(9'.)(«.x) - (^)(9,x) + i^t) 

oder, indem wir fQr a^^, 9?^^ ihre Entwicklungen in der Umgebung von 
X ^ a einsetzen und dann mit x — a multiplizieren: 

(2*5?(^ - «)') U" + J/'-^xH^ - «)'*') = (»• J (2'*5i'(* - •)') 



(23) |<* 
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Wenn wir hierin nach Potenzen yon x^ a ordnen und dann die 
Koeffizienten der einzelnen Potenzen von x — a gleich Null setzen, so 
ergibt sich durch das absolute Glied 

(22) (*l?)(^.«)-(nJ(«i?)-0, 

und durch den Koeffizienten von (o? — a)*"*'^ 

;;*«) iAu) + W?) W?) + (*ii>) W;-^0 + • • • + «;>) w?) 

Zufolge unserer Voraussetzung {R » 0) ist die Determinante der Matrix 
(^x) ^^^ ^^ yerschieden, die Gleichung (22) ist abo mit (21) äqui- 
Talent Aus (23) müssen die Elemente der Matrix («^^"^^0 berechen- 
bar sein, wenn («{5)? (*i5)» • • •? (*ix) bekannt sind; diese Berechnung 
stößt auf keinerlei Schwierigkeiten, wenn in dem zur Bestimmung der 
«j^*^^) dienenden linearen Gleichungssysteme die Determinante der Koeffi- 
zienten der «j* ■•■ *) nicht verschwindet. Z. B. haben wir för f ==* 1 die 
Gleichungen 

4r''^lK + • • • + ei'n+'>Ax- '•,4''x+^>- (»' + l)4'x+^' 

Die Koeffizientendeterminante lautet 

(2:) l^,,-*,,(r, + v+l)!; 

sie ist also sicher Yon Null verschieden, 

a) wenn die Wurzeln r^, . . .,r^ der Gleichung 

(25) iAx-<J*x»-|-0, 

die in unserem Falle {R *-> 0) die determinierende Fundamentalglei- 
chung ist^ keine ganzzahligen Differenzen aufweisen, 

b) wenn im Falle ganzzahliger Wurzeldifferenzen der reale 
Teil von r^ nicht kleiner ist als die realen Teile der von r^ um 
ganze Zahlen differierenden übrigen Wurzeln. 

Wir brauchen uns hier mit der algebraischen Diskussion der 
Gleichungssysteme (23) nicht eingehender zu beschäftigen.^) Wir 
haben nämlich die Existenz der b^^^ als endlicher Werte postuliert; da 
diese den Gleichungen (23) genügen müssen, so folgt aus der Form 
dieser Gleichungen, daß sie auch die rekursive Berechnung der b^*^ — 
von den durch die Natur der Sache bedingten Willkürlichkeiten ab- 



*) Eine nach allen Seiten hin vollständige Untersuchung dieser Gleichungs- 
•ysteme findet sich bei J. Hörn, Mathem. Annalen, Bd. 39. 
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gesehen — ermöglichen müssen. Wir kommen in der nächsten Vor- 
lesung übrigens auf dieses Gleichungssystem, das wir als die zum 
Punkte x = a gehörige Rekursionsformel bezeichnen wollen, noch 
einmal zurück. — 

In dem Falle i2 == haben wir also sowohl die Cauchysche 
Matrix (t7,.J als auch die holomorphe Matrix (^..J quantitativ be- 
stimmen können, wenn die Entwicklungen der Koeffizienten a^^ unseres 
Differentialsystems bekannt sind. 

Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung des zweiten Falles: 
iJ>0. — 

Wir wollen zeigen, daß sich dieser Fall durch eine die analytische 
Natur der Koeffizienten und der Integrale des Differentialsystems nicht 
alterierende Transformation auf den bereits erledigten ersten Fall U = 
zurückführen läßt. 



Wir schicken die folgende einfache Bemerkung voraus. 

Haben wir eine Matrix ()n^ J und bezeichnen wir die Kolonne, die 
durch den zweiten Index x charakterisiert wird, mit C^, so gelten 
offenbar die drei folgenden Regeln: 

I. Durch Rechtskomposition von (m,.J mit der Matrix 



... 

werden die Kolonnen C^ und C, miteinander vertauscht, 
n. Durch Rechtskomposition von (w^J mit der Matrix 



JV.= 



wird die Kolonne Cj durch C^+ gCi ersetzt; d. h. an die Stelle von 
w,.2 tritt m^^ + 9^iv 

in. Durch Rechtskomposition von (m.J mit der Matrix 



1 


9 


. 


.. 0., 





1 


. 
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\ . . 1 

werden die Elemente der Kolonne C^ mit dem Faktor l multipliziert. 
Was hier fOr die Kolonnen C^, C^ erzielt wnrde^ kann offenbar 
auch fllr irgend zwei Kolonnen C^, (7, erreicht werden. 

Wir betrachten nun die in der Umgebung von x^ a holomorphe 
Matrix 



(vJ = {^^m^-ay)> 



deren Kolonnen wir ebenfalls mit C^, . . ., C^ bezeichnen^ und denken 
uns aus jeder Kolonne die allen Elementen dieser Kolonne gemeinsame 
höchste Potenz von x — a herausgezogen. Für die Kolonne C^ sei 
(rp — a)^x diese Potenz (der zu C^ gehörige Kolonnenteiler); dann 
ist jedenfalls 

Wenn das Gleichheitszeichen gilt, so haben wir 

(26) (<)P.x) = ("9.x)((^'-«)^'*.x), 

wo 9)|^ in der Umgebung von x = a holomorph und die Determinante 

(27) Hmi9,J + 

x — a 

ist. In diesem Falle sind wir bereits am Ziele. 
Gilt jedoch das Ungleichheitszeichen, d. h. ist 

80 vertauschen wir durch Rechtskomposition von (9,-^) mit Matrizen 
von der Art N^ die Reihenfolge der Kolonnen in (g?,.J so lange, bis 
in der neuen Matrix — für die wir die in bezug auf (g?^ J eingeführten 
Zeichen beibehalten wollen — 

9l^9^^"'£9n 

ist. In dieser neuen Matrix (g?^ J betrachten wir jetzt die Matrix der 
Anfangsglieder («^J, wo also 

ist. In (a^J können wir dann durch Rechtskomposition von (9^ J mit 
Matrizen der Form N^ das A- fache der fi-ten Kolonne von einer späteren, 
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v-ten Kolonne (y > fi) abziehen; es kommt dies nimlich darauf hinaus, 
daß wir die Kolonne C, durch 

(28) C,-x(x-ayr-9,C^, 9,-9.^0, 

ersetzen. Femer können wir durch Rechtskomposition Ton (jp^^ mit 
Matrizen der Form N^ erreichen, daß in («^J eine beliebig gewählte 
Kolonne durch irgendeine Konstante dividiert wird. 
Nehmen wir nun in (f^J die erste Kolonne 



so sind diese Elemente nicht samtlich gleich NulL Sei z. B. ^n "-* 0, 
aber von oben gerechnet schon e,^ das erste von Null Terschiedene 
Element; dann dividieren wir die ganze erste Kolonne durch e^^, wo- 
durch die Matrix der Anfangsglieder in die Form 

£,• . . 



übergeht Dann können wir durch Subtraktion der mit geeigneten 
Konstanten multiplizierten ersten Kolonne von den folgenden Kolonnen 
die Elemente der zweiten Zeile von der zweiten Kolonne an insgesamt 
zu Null machen. — Ebenso verfahren wir dann der Reihe nach mit 
der zweiten, dritten, . . . Kolonne; d. h. wir machen zunächst das von 
oben aus erste nicht verschwindende Element der betreffenden Kolonne 
zu flins, und dann die in derselben Zeile stehenden Elemente der 
folgenden Kolonnen zu NulL Wir können dieses Verfahren bis zur 
letziken ii-ten Kolonne fortsetzen, wenn wir nicht auf eine Kolonne 
stoßen, deren sämtliche Elemente verschwinden. Tritt dieser Fall ein, 
so hat sich das betreffende g^ mindestens um eine Einheit eihoht. 
Dann ordnen wir zunächst wieder die Kolonnen nach der Große der 
neuen Exponenten g^ der Kolonnenteiler und schlagen dasselbe Ver- 
Cediren ein wie vorhin. Die Erhöhung eines Exponenten eines Kolonnen- 
teilers kann sich offenbar nur eine endliche Anzahl von Malen ereignen^ 
da ja die Summe aller Kolonnenteilerexponenten nicht größer sein kann 
als R Wir kommen also schließlich zu einer Matrix von Anfangs- 
gliedern, in der das Yer£Ediren bis zur letzten n-ten Kolonne durch- 
gefilhrt werden kann. Ordnen wir dann die Kolonnen so, daß zuerst 
diejenigen Kolonnen stehen, deren erstes Element ^eich Eins ist, dann 
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jene, deren zweites Element gleich Eins ist usw.^ so hat die Matrix der 
Anfangsglieder die Form 

1 1 ... 1 ... ... . 
.. # 1 1 ... 1 ... . 
..# #«...# 11.. .1 




wo an den mit Sternchen bezeichneten Stellen irgendwelche Elemente 
stehen, deren Wert nns nicht weiter interessiert. Nun ist zunächst 
evident, daß in jeder der in dem Schema angedeuteten Gruppen nicht 
mehr bIb eine Kolonne vorkommen kann; denn wären mehrere Kolonnen 
vorhanden, für die z. B. das zweite Element von oben gleich Eins ist, 
so könnten durch Subtraktion der ersten Kolonne dieser Gruppe von 
allen folgenden in diesen folgenden Kolonnen die Elemente der zweiten 
Zeile zn Null gemacht werden. Ferner muß aber in jeder Gruppe 
mindestens eine Kolonne wirklich enthalten sein, d. h. es muß wirklich 
eine Kolonne geben, in der die x — 1 ersten Elemente gleich Null und 
das x-te gleich Eins ist, für x =^ 1, 2, . . .; n; denn wäre dies nicht der 
Fall, so müßte eine Kolonne vorhanden sein, deren sämtliche Elemente 
gleich Null sind, das Verfahren wäre also noch nicht zu Ende geführt. 
Die Matrix der Anfangskoeffizienten lautet also nach dieser Umformung: 

1 ... 

* 1 ... 

(28) K * 1...0 



* * * ... 1 



ihre Determinante hat demnach den Wert Eins. 

Fassen wir nun alle die Matrizen , mit denen wahrend des ge- 
schilderten Verfahrens von rechts her komponiert worden ist, zu einer 
Matrix (^^J zusammen, so sind die Elemente g^^ ganze rationale 
S^unktionen von x — a^ und die Determinante | g^^ \ dieser Matrix ist 
eine yon Null verschiedene Konstante. Wir haben dann, wenn wir in 
der umgeformten Matrix, deren^ Anfangskoeffizienten die Elemente der 
Matrix (28) sind, die Kolonnenteiler (x — 0^1, . . ., (x — a)^« heraus- 
zielien: 

(29) (Vi.)(9i.) - (Vi.)(i^ - «)^'*.x); 

wo 

lim i 9.x I == 1 
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und folglich 

ist. — Durch das beschriebene Reduktionsrerfahren, das einem von 
Kronecker angegebenen und dann von E. Hensel in der Theorie 
der algebraischen Funktionen angewandten Yerfcihren^) nachgebildet 
ist, haben wir das Folgende erreicht 
Wir setzen 

(30) (5,.) = (0(yJ; 

da für die holomorphe Matrix (^^J die Determinante | ip^^ im Punkte 
x==a einen von Null yerschiedenen Wert besitzt, so hab^i die Elemente 
der derivierten Matrix 

in o: = a höchstens einen Pol erster Ordnung, und wenn 

^•« I IT 

gesetzt wird, wo die ^,.^ in der Umgebung Ton j: = a holomorphe 
Funktionen bedeuten, so ist für das Differentialsystem 



(B) S = 2^^«^ 



alles genau so, wie f&r das ursprüngliche Differentialsystem im ersten 
Falle 22 » 0, d. 1l die Kesiduenmatrix (J?^ J ist die determinierende 
Matrix, und die Koeffizienten der Entwicklungen der ^^^ in der Um- 
gebung von X = a ergeben sich aus den den Gleichungen (23) analogen 
Bekursionsformein. — Der Übergang von (rj^^ zu (g,. J wurd durch die 
Gleichimg 

yermittelt. Da jedoch die Determinante von (y^-J eine von Null ver- 
schiedene Konstante ist, so hat die inverse Matrix 

dieselbe Form wie (^,J selbst, d. k^ihre Elemente sind gleich&lls 
ganze rationale Funktionen von x — a, und ihre Determinante ist eine 
nicht verschwindende Konstante. Wir nennen kursorisch eine Matrix 
von der Art wie (//^J, (ä,,) eine neutrale. 



*) Siehe etwa Hensel und Landsberg, Theorie der algebraischen Funk- 
tionen, 1902, S. 169 ff. 



XxJ 
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Es ist also 

(31) (%x) = (W((^-«)^.-*J(Ä,x), 

d. h. das Differentialsystem (B) wird durch die Transfonnationsformeln 

n 

(32) y.-^^?.{x-ayxh 

wo die Qj^ nicht negative ganze Zahlen, die hj^^ die Elemente einer 
neutralen Matrix bedeuten, in das System (B) übergeführt. Von einem 
Differentialsysteme, dessen Integralmatrix in der Umgebung von x = a 
die Form 

hat, wo {v^^) eine Cauchysche Matrix, (^^J eine in der Umgebung 
▼on X'^a holomorphe Matrix bedeutet, deren Determinante im Punkte a 
nicht verschwindet, sagen wir, es habe in der Umgebung von x = a 
die Normalform. Es gilt also der folgende Satz: 

Ein Differentialsystem (B), dessen Koeffizienten in der 
Umgebung von a? = a eindeutig und dessen Lösungen im 
Punkte a nicht unbestimmt sind, hat entweder selbst in der 
Umgebung von x=^a die Normalform oder es kann durch eine 
Transformation von der Form (32) in ein Differentialsystem 
übergeführt werden, das in der Umgebung von x = a die 
Normalform hat. 

Die bisherige Untersuchung hat uns noch nicht zu einer Form 
der Koeffizienten des Differentialsystems geführt, die für den Umstand 
charakteristisch ist, daß die Lösungen in einem singulären Punkte 
nicht unbestimmt werden; nur für den Fall einer Differentialgleichung 
erster Ordnimg haben wir eine solche Form gefunden. Allgemein 
wissen wir bisher nur, daß, wenn die Lösungen in einem Punkte nicht 
unbestimmt werden und die Koeffizienten in der Umgebung jenes 
singn^ren Punktes eindeutig sind, diese Koeffizienten in jenen Punkten 
den Charakter rationaler Funktionen besitzen müssen, und daß, wie wir 
jetzt sagen wollen, für den Rationalitätsbereich der Funktionen, die in 
der Umgebung von x ^ a diesen Charakter haben (d. h. in a selbst 
höchstens einen Pol besitzen), ein Differeutialsystem derselben Art 
existiert, das daselbst die Normalform hat. Aber wir besitzen auch 
kein Kriterium, das unmittelbar aus der Form der Koeffizienten zu 
erkennen gestattet, ob ein vorgelegtes Differentialsystem im Punkte a 
die Normalform besitzt. Notwendig dafür ist, daß die Koeffizienten 
in x "» a höchstens einen Pol erster Ordnung besitzen. Wir wollen 
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jetzt zu der Aufstellimg eines Eriterioms schreiten, das sich zanächst 
als notwendig und spater auch als hinreichend daf&r erweisen 
wird, dafi die Losungen eines linearen Differentialsystems im Punkte a 
nicht unbestimmt werden. 



Wir schicken zu dem Ende einige Bemerkungen Toraus, die sich 
auf den Fall eines beliebigen Rationalitatsbereiches beziehen. 
Es sei 

ein Differentialsystem mit Koeffizienten des Rationaliiätsbereichee und 
(r^J eine Matrix, deren Elemente ebenfalls dem Rationalititsbereiche 

angehören. Wir setzen 

■ 

und suchen nun die r,., so zu bestimmen, daß 

sei: dann können wir die r^^, r^j. . . ., r.^ noch als willkOrliche 
Funktionen des Rationalitatsbereiches wählen und haben die übrigen 
r^, den Formeln 



^UD 






^i^z^i - dx ^ JLi 



gemäß zu bestimmen. Denken wir uns diese Bestimmung ao^ef&hrt, 
so ist also, wenn wir £x = z setzen: 



a^ 



- 


= 


yi'-ii 


— 


yi^ii 


-^ • 


• • — 


y.^i- 


dz 

'ix 


= 


Ä'^ij 


- 


y*r,. 


— • 





y.^- 




= 


yi*^!. 


-r 


yj'^i. 


— • 


• • -r 


y.^. 



Differ^ndieren wir die letzte Gleiohunsr und ersetzen die -:.— 

dx 
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durch ihre Ausdrücke auf den rechten Seiten des DiflFerentialsystems 
(A)y 80 erhalten wir 

(^v*) dd-yi^'i.n^i + • • • + y«v,^,. 

Eliminieren wir aus den » + 1 linearen Gleichungen (IV), (IV a) 
die ffiy . . ., ff^f so erhalten wir die Gleichung 



=0, 





^ »-11 


• • • »-,1 




dz 
dx ^1» 


•••»•«» 






die wir in der Form: 




<^ «■£ 


:+«.- 


d"-'« 
»d«-^"^'" 



schreiben können, also eine homogene lineare Differentialglei- 
chung «-ter Ordnung fQr z, deren Koeffizienten iJ„ -B«_i; • • ., ^0 
offenbar dem Rationalitatsbereiche angehören. Insbesondere ist 

die Differentialgleichung (V) ist also wirklich von n-ter Ordnung, wenn 
die Determinante jr^^l nicht identisch verschwindet Die Differential- 
gleichung n-ter Ordnung (V) kann nach Division durch den Koeffizienten 
der i^ten Derivierten in der Form 









+ -^.16. 



geschrieben werden; sie konstituiert also in Verbindung mit den n— 1 
Oleichungen (11) ein Differentialsystem 



dz^ 



dx 



(VI) 

für die n Funktionen 



= 2^xh,. 



dz^ 
'dx' 



d^^'z 
da^-i' 



dessen Koeffizienten, abgesehen von den Elementen der letzten Kolonne^ 
durch die Formeln 

6^^=0, &^^j^^= 1 (x = l,2, .,n-l;i+x + l) 

gegeben werden. Die homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ord- 
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nung ist also als spezieller Fall unter den Systemen linearer Differen- 
tialgleichungen fOr n Unbekannte enthalten und umgekehrt kann ein 
solches Differentialsjstem stets auf eine Differentialgleichung i^ter 
Ordnung zurückgeführt werden. Das letztere ist evident, wenn die 
Determinante \r^^\^ dz R^ nicht identisch verschwindet; denn in diesem 
Falle gehört das Differentialsystem (VI), das ja nur eine andere Schreib- 
weise für die Differentialgleichung (V) ist, mit (A) zu derselben Art^ 
d. h. es sind die yi , . . ., y^ in der Form 



darstellbar« wo 



i/x=- ^«ix + d^«2x + • • • + j^^ «„X («=M. .-) 



ist — Wenn für irgendeine Wahl der r^, . . ., r^^ die aus diesen 
Großen mit Hilfe der Oleichimgen QU) gebildeten r^ ^^^ so beschaffen 
sind, daß die Determinante |r,.y («,« = i,s, ,.) identisch verschwindet^ 
so ist, im Sinne der siebenten Vorlesung, das Differentialsystem (A) 
offenbar reduzibel. Wenn dies für jede Wahl derr^^,..^ r,^ eintritt, so 
besteht zwischen den jfi>.-.>Sf.y die dem System (A) genügen, eine 
homogene lineare Relation mit EoefiKzienten des Rationalitatsbereiches; 
das System (A) kann dann durch ein Differentialsystem mit weniger 
als H Unbekannten und mit Koeffizienten des RationalitiUsbereiehes er- 
seilt werden. Diesen letzteren Fall können wir also beiseite lassen. 
— In dem Falle eines reduzibeln Systems (A) gibt es dann no^ 
wendigerweise auch solche r^^y . . ^ r,i, für die r,.,| + aasfallt, fllr 

die also der Ausdruck jf^r^j -| + y.*".! einer DifferaitialgleichaDg 

tt-ter Ordnung genügt: es gibt aber auch solche r,^, . . ^ r.^, für die 
die Differentialgleichung, der yi^i^ + - - + Jf.r.i äenfige leistet, von 
niedrigerer als der fi-ten Ordnung ist^ und dieser letztere umstand ist 
seinerseits für die ReduzibiUtit des Systems (A) charakteristisch. 

Allgemein sagen wir, daß eine Diffierentialf^eichung »-ter Ordnung 
^Vi mit dem Differmtialsysteme ^A) zu derselben Art gehört. Wir be- 
sehiftigen uns noch kun mit solchen DifferaitialgleiehiuigeiL 

Bedeutet (jr,^) eine Integndmatrix von ( AX so hat die entsprsehende 
Integrahnatrix 

des DiSH«atiabystems ^ YIX oder« wie wir sftgoi wotten« der DüEeren- 
Ualgkidiung ;V\ die Form 



Wronakische Systeme und Matrizen. 
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dz, 



/ ^1 dx ,ix"-' \ 



(vn) 



WO 






dx! 



«-1 



\ 



dz„ 
dx 



jt-U 






gesetzt wurde; die xTj, ...,£?„ bilden, nach der Bezeichnung von Fuchs, 
ein Fundamentalsystem von Lösungen der DiflFerentialgleichung 
it-ter Ordnung (V). Die allgemeine Lösung von (V) ist in der Form 

darstellbar, wo die c^y. - -^c^ willkürliche Konstanten bedeuten, imd die 
Eigenschaft der jer^, . . ., j?„, daß die Determinante der Matrix (VII) 



(vm) 



dz, 

^» dx 
dz. 



dx"-* 
d'-\ 

d.-r"-» 



e. 



dx 






nicht identisch verschwindet, ist für ein Fundamentalsystem von Lösungen 
charakteristisch. Wir nennen die Matrix (VIT) eine Wronskische 
Matrix, die Determinante (VIII) die zu j?i, . . ,,z^ gehörige Wronski- 
sche Determinante, das der Differentialgleichung (V) äquivalente Diffe- 
rentialsystem (VI) ein Wronskisches Differentialsystem. 

Die Theorie der Wronskischen Differentialsysteme, d. h. der 
linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung ist sowohl in sachlicher 
als aach in historischer Beziehung von der größten Bedeutung. 
Historisch hat sich die ganze analytische Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen gerade an den Differentialgleichungen n-ter Ordnung 
entwickelt; erst nachdem Fuchs und seine Nachfolger die auf diese 
Differentialgleichungen bezüglichen Resultate und Methoden aufgestellt 
liatten, wurde namentlich durch Sau vage, Eoenigsberger, Hörn 
die Übertragung dieser Resultate auf die Systeme von n linearen 
Differentialgleichungen erster Ordnung in Angriff genommen. Sachlich 
muß neben der Theorie der allgemeinen Systeme auch der Theorie 
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der DifiFerentialgleichungen n-ter Ordnung die größte Sorgfiedt ge- 
widmet werden, da ü^t für alle speziellen üntersnchongen die Be- 
trachtung der Differentialgleichung it-ter Ordnung besondere Vorteile 
gewährt, indem an Stelle der Matrizen tou n* Elementen, wie sie in 
der allgemeinen Theorie der Systeme auftreten, bei einer Differential- 
gleichung i^ter Ordnung nur Systeme Ton n Großen (die n Koeffi- 
zienten der Differentialgleichung bezw. die Elemente eines Fundamen- 
talsystems) zu betrachten sind. Für generelle Untersuchungen, 
namentlich solche qualitativer Natur, scheint dagegen die eine größere 
Bewegungsfreiheit sichernde Theorie der allgemeinen Differentialsysteme 
den Vorzug zu verdienen. 



Indem wir mm als Rationalitatsbereich die Gesamtheit derjenigen 
Funktionen fixieren, die in n; » a höchstens einen Pol besitzen und in 
einer gewissen Umgebung von x = a holomorph sind, wollen wir die 
Beschaffenheit der Koeffizienten einer Differentialgleichung 

ZU bestimmen suchen, deren Lösungen im Punkte a nicht unbestimmi 
werden. Die Koeffizienten l>i, . . ., p,, haben natürlich in a den Charakter 
rationaler Funktionen. 

Für n » 1 wissen wir bereits, daß der Koeffizient von e in a 
höchstens einen Pol erster Ordnung besitzen kann. Wir wollen zeigen, 
daß für ein beliebiges n die Koeffizienten |)| , -- -yP^ ^on (P) die folgende 
Form haben müssen: 

V.W .. _ ViOt) ... ^ _ _?«(^ 

wo g>i(x), qp,(a:), . . ., 9?^(ir) in x = a holomorphe Funktionen bedeuten. 
Zum Beweise dieses grundlegenden, von Fuchs herrührenden Satzes 
bedienen wir uns nach dem Vorgange von L. W. Thome des Ver- 
fahrens der vollständigen Induktion. 

Aus den für die Systeme erzielten Ergebnissen dieser Vorlesung 
folgt zunächst, daß, wenn die sämtlichen Lösungen von (P) in ^ —* a 
nicht unbestimmt sind, mindestens eine Lösung z^ vorhanden sein muß, 
die in der Umgebung von x « a in der Form 

^1 * (^ - ^Y'9{x) 
darstellbar ist, wo r^ eine Wurzel der determinierenden Fundamental- 
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gleichnngy q>(x) eine in, x^ a holomorphe Funktion bedeutet, die f&r 
x^ a nicht verschwindet. Machen wir nun in (P) die Substitution 



— e^judx, 



so genügt, wie die einfache Rechnung bestätigt, u der linearen Diffe- 
rentialgleichung (n — l)-ter Ordnung 

wo 



(Q') 






ffa - 1>A + »Ä-i T,dx^^ TITTTI li^ di? 

Die Ausdrücke 

1 dty 1_ d^jf, Jl_ ^~^9^ 

0, da; ^ iP, da;« ' * * '' «i da^"* 

sind offenbar in der Umgebung von x^ a eindeutig imd haben in 
X — a beziehungsweise höchstens einen Pol erster, zweiter, . . ., (n— l)-ter 
Ordnung. Setzen wir also voraus, daß der zu beweisende Satz für 
Differentialgleichungen (n — l)-ter Ordnung richtig ist, und beachten, 
daS die allgemeine Lösung 

dx\z^) 
Ton (P') in X = a nicht unbestimmt ist, wenn dies für die allgemeine 
Losung z von (P) der Fall ist, so haben die g^i, . . ., g,_i in der Um- 
gebung von X ^ a die Form 

WO i^ii^), ' ' 'f tn^ii'^) ^ x^a holomorphe Funktionen bedeuten. 
Daraus folgt aber nach den Gleichungen (Q^) sofort, daß die 

die in den Formeln (Q) angegebene Darstellung zulassen, und dann 
folgt endlich aus der identischen Gleichung 

daß auch p^ die in (Q) bezeichnete Form hat. Hierdurch ist der 
Fuchssche Satz bewiesen. 

Sehletinger, llneaze Dlfferentialgleiohimgen. 11 
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Wenn also das lineare Differentialsystem (A), dessen Koeffizienten 
in der Umgebung der isolierten singulären Stelle a eindeutig sind, die 
Eigenschaft hat, daß seine Lösungen in a nicht unbestimmt werden, 
so muß jede lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung, die mit (A) 
(für den betrachteten Rationalitatsbereich) zu derselben Art gehört^ 
d. h. durch einen Ausdruck 

befriedigt wird, wo die ^n, . . ., ^„i in a; = a den Charakter rationaler 
Funktionen besitzen, so beschaffen sein, daß ihre Koeffizienten in der 
Umgebung von a; = a die Form (Q) besitzen. 

Die große Bedeutung dieser als notwendig erkannten Form (Q) 
für die Koeffizienten einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnting, 
deren Losungen in o: » a nicht unbestimmt werden, besteht nun darin, 
daß, wie Fuchs gezeigt hat, diese Form zugleich hinreichend ist 
für die gedachte Eigenschaft der Lösungen. Den Beweis dieses Satzes 
werden wir in der folgenden Vorlesimg erbringen. 



Zehnte Vorlesung. 

DifferoiitialflyBteme, die in der Umgebung eines Punktes kanonisch 
sind, haben Iiösongen, die daselbst nioht unbestimmt werden. Der 
8atB von Fuchs. Bekursionsformel für die kanonischen Systeme. 
Untersuchung des Differentialsystems in der Umgebung des unend- 
lich fernen Punktes. Bang. Normalreihen. 

Es sei nun eine Differentialgleichung n-ter Ordnung 

Yorgelegty deren Koeffizienten in der Umgebung yon o; = a die Form 
haben, wo q>i{x), . . ., 9„(a?) in a; =• a holomorph sind. Setzen wir 






80 genügen die y^, . . ., y, einem Differentialsysteme von der Form 



(P) 



dx ""a; — a^^* X — a ^^+^ 



+ 19 



(i=l,2,...,«-l) 



dx \x — a X— a) ^^ x — a ^"-^ 



j; — fl ^1' 



also einem Differentialsysteme, dessen Koeffizienten m x^ a höchstens 
einen Pol erster Ordnung besitzen. Wir sagen yon einem Differen- 
tialsystem dieser Beschaffenheit, d. h. von einem System 

wo die A^^ Konstanten, die ^^^ in ^<- a holomorphe Funktionen bedeuten, 
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Wenn also das lineare Differentialsystem (A), dessen Koeffizienten 
in der Umgebung der isolierten singulären Stelle a eindeutig sind, die 
Eigenschaft hat, daß seine Lösungen in a nicht unbestimmt werden, 
so muß jede lineare Differentialgleichui^ n-ter Ordnung, die mit (A) 
(für den betrachteten Rationalitatsbereich) zu derselben Art gehört, 
d. h. durch einen Ausdruck 

befriedigt wird, wo die r^if - ,,r^i in x ^ a den Charakter rationaler 
Funktionen besitzen, so beschaffen sein, daß ihre Koeffizienten in der 
Umgebung von x ^ a die Form (Q) besitzen. 

Die große Bedeutung dieser als notwendig erkannten Form (Q) 
für die Koeffizienten einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnting, 
deren Lösungen in o: » a nicht unbestimmt werden, besteht nun darin, 
daß, wie Fuchs gezeigt hat, diese Form zugleich hinreichend ist 
für die gedachte Eigenschaft der Lösungen. Den Beweis dieses Satzes 
werden wir in der folgenden Vorlesung erbringen. 



Zehnte Vorlesung. 

DifferoiitialflyBteme, die in der Umgebung eines Punktes kanonisch 
sind, haben Iiösungen, die daselbst nioht unbestimmt werden. Der 
8atB von Fuchs. Bekursionsformel für die kanonischen Systeme. 
Untersuchung des Differentialsystems in der Umgebung des unend- 
lich fernen Punktes. Bang. Normalreihen. 

Es sei nun eine Differentialgleichung n-ter Ordnung 

Torgelegty deren Koeffizienten in der Umgebung von x ^ a die Form 
haben, wo ipi(x), . . ., q>^(x) in x ^ a holomorph sind. Setzen wir 






y«-(^-«)"~';,^-^, 



80 genügen die ffif . * -f y^ einem Differentialsysteme von der Form 

(p) 






dy^^( n-l "Pi \y y« y ^n^y 

dx \x — a X — aj ^^ x — a ^*-^ x — a ^^' 

also einem Differentialsysteme, dessen Koeffizienten in x^ a höchstens 
einen Pol erster Ordnung besitzen. Wir sagen Ton einem Differen- 
tislsystem dieser Beschaffenheit, d. h. von einem System 

wo die A^^ Konstanten, die ^^^^ in a;«a holomorphe Funktionen bedeuten, 
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es habe in o; = a die kanonische Form, oder anch es sei in ^ « a 
kanonisch. Es soll gezeigt werden, daß die Losnngen eines solchen 
in X ^ a kanonischen Systems im Punkte x^ a nicht unbestimmt 
werden; damit wird auch der am Schlüsse der Torigen Vorlesung an- 
gekündigte Fuchs sehe Satz bewiesen sein. 

Im Sinne der in der vorigen Vorlesung gegebenen Definition einer 
singulären Stelle, in der eine Funktion nicht unbestimmt wird, haben 
wir folgendes zu zeigen: Beschreibt man um den Punkt a ab Zlentnun 
zwei Kreise K^, K mit den hinreichend kleinen Radien £, 17, wo 
17 < €, so kann die Differenz zwischen den Werten, die ein y^ in einem 
beliebigen Punkte von K^ und einem beliebten Punkte Ton K an- 
nimmt, dadurch beliebig Idein gemacht werden, daß man den Baoius $ 
des größeren Kreises hinreichend klein wählt. 

Indem wir auf das Differentialsystem (A) eine Transformation -Ton 
der Form 

anwenden, wo die ^^, . . ., ^^ ganze Zahlen, h^^ die Elemente einer 
neutralen Matrix (yergl. S. 154) bedeuten, kann (A) in ein Differential- 
system umgestaltet werden, das in o; — a ebenfalls kanonisch ist, und 
für das die zu der Residuenmatriz gehörige charakteristische Gleichung 
Wurzeln besitzt, die sich von den Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung der Residuenmatrix von (A) um Yorgeschriebene ganze 
2jahlen imterscheiden. Wir können demnach, ohne dadurch die All- 
gemeinheit zu beschränken, voraussetzen, daß die Gleichimg 

(1) ■^^— d,^r| = (i,«= 1,1, •.,!•) 

n voneinander verschiedene Wurzehi r^, . . ., r^ besitzt.*) — Femer 
können wir durch eine Transformation von der Form 

wo g eine hinreichend große positive ganze Zahl bedeutet, stets er- 
reichen, daß die Wurzeln der Gleichung (1) positive reale Teile 
erhalten. 

Dies vorausgesetzt, sei (y^J eine Matrix, die die Residuenmatrix 
(J.^J in ihre kanonische Form transformiert, deren Elemente also die 
Gleichungen 



*) Diese die Rechnung etwas vereinfachende Voraussetzung ist übrigens auch 
insofern unwesentlich, als der im folgenden zu gebende Beweis leicht so modifiziert 
werden kann, daß er auch für den allgemeinsten Fall durchgreift. 
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n 

befriedigen. Wenden wir dann auf das System (A) die Transformation 



'ix, (x = t.l.-,.) 



an and setzen 

(yJ(*',x)(yixr=-(*J, 

SO genügen die e^y - - -f ^n ^^^ Differentialsysteme 

wo die 4>2x üi der Umgebung von x ^ a holomorphe Funktionen be- 
deuten. 

Wir untersuchen zuvörderst die Lösungen von (A') längs eines 
im Punkte rr — a endenden Strahles. Setzen wir 

^o i real positiv ist und 6 einen konstanten Winkel bedeutet, so ver- 
wandelt sich (A') in 

n 

(^'0 T^ - 1'"+ 2'^^«"^*;..(*^''-'')- 

In diesem linearen Differentialsysteme ist die unabhängige Variable t 
real und die Koeffizienten sind komplexe Funktionen dieser realen 
Yariabeln; wir können demnach die in der ersten Vorlesung ent- 
wickelten Formeln mutatis mutandis auf das System (A") anwenden. 
Es sei % die Umgebung von a, innerhalb deren die O^^ holomorph 
sind, und seien 
(2) x^^a + t^^^~\ a;, = a + ee*^"- ^ 

zwei innerhalb St befindliche Punkte unseres Strahles , ^ < ^; ^lann 
wollen wir dasjenige Integralsystem e^y - - -y e^ von (A''} im Punkte x^ 
bestimmen, dessen Anfangswerte im Punkte x^ durch sf^\ ..., jbi<J^) ge- 
geben sind. Im Sinne der ersten Vorlesung haben wir zu dem Ende 
den folgenden Algorithmus zu bilden: 



r^ 



(3) 4'^ - *<;-'' + 0, - <,-.).-?:^;-'> 



tr-l 



+ a-U)24'-"«"'^-^*;ix(^-i«'^-^), 



(»=l,2,-..,m) 
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Bezeichnen wir mit g die obere Grenze der absoluten Beträge der 
Punktionen 0^^ innerhalb 8, so folgt: 

und indem wir in bezug auf x von 1 bis n summieren: 

n n 

(4) 2" I ^" • < -Z ! ^r'' 1 1 |i + a-<,-x) r- 1 + a-i - Qng] ■ 

Es sei 

wo also unserer Voraussetzung gemäß o^ > ist; dann haben wir 

1 + a - <,-i) .-^J - { 1 - -''f^'' 2e, + (-H;f^-^)* (Pj + «S } ' 

alsO; wenn ^ eine positive Größe bedeutet^ die nicht größer ist als die 
9i> ' ' 'fQn9 ^^^ ^ ^^^ positive Größe, die nicht kleiner ist als die 

ji + «.-'«);äl<|i-itT"^s+(^tfr')V)* 

Wir setzen für einen Augenblick 

dann ist 

j 1 + (<, - <,-l) ~ \ + (K-i - t>9 <€C^+ß, 
also 

1 + (<, - <,-i) ,- i + (K-i - t><J < (« + 2«*^ + (H^^. 



Da aber 
ist, so folgt 



.<(i+.t.-_i,)' 



1 +«,-'.-,),':, +(«„,-<>i«j«+/^+2(i(i +^'^')1 



B«weiB de» Fachsechen Sktses. 
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d. L 



1 1 + a - K-i)^ +(tr-t-K)n9<\ 1 - 2 *'^>^i'(p - ngr,_,) 

Wir denken uns nun den Punkt Xq so gewählt^ daß 

sei; dann ist, da t^_i<^o i^*> 

! + (<,- Cx) /-^ i + iK.^ -Qng<{l-2 '"fr^ ^ 



wenn also 



(r + n<7g»-()«=<y« 



gesetzt wird (der Ausdruck {r + ngt^y—Q^ ist offenbar positi?)^ so 
folgt endlich: 



I 






1 + a - U) r- + (*-i - ''>^ < 

»—1 1 

Hiernach ergibt die Ungleichung (4) 

also, indem wir diese Ungleichungen miteinander multiplizieren: 

und indem wir in bezug auf m zur Gh'enze übergehen: 

Der rechter Hand auftretende Grenzwert kann nun in äußerst 
einfacher Weise bestimmt werden. Betrachten wir nämlich die Diffe- 
rentialgleichung 

(6) f^=<L±jV-^,, 
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so wird dasjenige Integral \) derselben , das sich in t^^t^ auf 9^^)** 1 
reduziert^ im Punkte t ^ e durch den Algorithmus 

t,w= ^i-i)+ (^^- ^^_j?di?J^i,(.-i) (.-1,1,..,«) 

determiniert, so daß 
also 

(7) I uy^'"'-' = Um 27 1 1 + \- '- (p + .yiri) ! 

ist. Wir finden also nach (5) 

»=1 x=l 

Wenn sich nun x längs unseres im Punkte x ^ a endenden Strahles 
dem Punkte a annähert, so folgt aus (8), daB die jer^ gleichmäßig (d. h. 
mit einer von dem Argumente 6 unabhängigen Rapidität) der Grenase 
Null zustreben. Das letztere Resultat kann man auch direkt, d. h. ohne 
die Integration der Differentialgleichung (6) zu Hilfe zu nehmen, er- 
halten, wenn man nämlich zur Bestimmung des im zweiten Gliede der 
Ungleichung (5) auftretenden Grenzwertes die Teilungspunkte ^^^ . . ., t^^^ 
und die Zwischenwerte r^, . . ., r„_j in spezieller Weise w^hlt. 

Nehmen wir etwa gleich s ^0 und teilen das yon t^ bis 
reichende Intervall in m gleiche Teile, so daß also 

verlegen wir femer die Zwischenwerte t^^ in die Anfangspunkte t^_^ 
der Intervalle, so ist 

K-U-i zlI. 

und folglich 

'rJ7('+^^(»+'^-'))-rJ7(i-l^). 
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daa zolelzt geechriebene unendliche Produkt divergiert aber bekanntlicli 
ffir ein positives q gegen Null. 

Es sei nunmehr ^,— ije®^^+a, wo ij < «. Dann ist nach (8) 



^ I ',(*.)!< 21 «yiCi-)'' 






und folglich 



2'i-.(^i)i<2'i'?^i(i)'' 



^\zxx,)-»,ix,)\<22!\'^n(±y 

»b1 «=1 



Ffir zwei auf demselben Strahle gelegene Punkte x^, x^ kann dem- 
nach die Differenz zj^x^ — e^{x^ dem absoluten Betrage nach beliebig 
klein gemacht werden, indem man B^\x^—a\ hinreichend klein wählt, 
und zwar unabhängig von der Richtung des Strahles und von dem 
Werte von ij = |a;, — a|<|rCi — a . Wir haben jetzt nur noch zu 
zeigen, daß das gleiche bestehen bleibt, wenn an die Stelle von x^ ein 
Punkt a;, = a + fie*'^^~^ tritt, der nicht mit x^ auf demselben Strahle 
liegt, wo also ff -^6 ist. 
Es ist 

W I ^«(^t) - ^x(^») l< I ^x(^) - ^x(^i) : + ! ^x(^) - ^x(^i) ! ; 

um die zweite Differenz rechter Hand abzuschätzen, setzen wir 

wo jetzt a konstant und q> veränderlich ist. Das Differentialsystem 
(ä!) wird: 

(o Ä ^ jS ''^"'^''^ + ^~^^ '^"^^^ ^'^^ ' 

die Koeffizienten dieses Differentialsystems sind eindeutige, endliche 
und stetige Funktionen der realen Variabein tp. Um die Werte der 
Elemente des Integralsystems ^i; • . -^ ^„, das au der Stelle 9 — die 
An&ngswerte J^iix^), . . ., s!f^{x^) annimmt, an der Stelle 9) = ö' zu be- 
stimmen, haben wir wieder den in der ersten Vorlesung entwickelten 
Algorithmus anzuwenden. Da die absoluten Beträge der Koeffizienten 
Tfdf^+Y^i e&P^^ O^^ eine nur von s abhängige obere Grenze y be- 
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sitzen, ist die ÜBgleichung (üb) der ersten Vorlesung (S. 7) hier an- 
wendbar; wir haben demnach: 

x = l 

Da nur solche im Punkte a: = a endende Wege in Betracht kommen, 
die einen von a aus nach der Begrenzung der Umgebung 2[ hin ge- 
legten Schnitt nicht überschreiten, ist 

ie'-ö|<2;t; 
es folgt somit: 

n 
x-1 

Mit Rücksicht auf die Ungleichung (8) können wir also sagen, daß 
die Differenzen 

durch Verkleinerung von e beliebig klein gemacht werden können, und 
nach (9) gilt dasselbe für die Differenzen 

!^x(^j)-^x(^8)U 

wodurch unsere Behauptung vollständig bewiesen ist. 
Wir haben abo die folgenden Sätze: 

I. Theorem von Fnchs. Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß die Lösungen der linearen homogenen 
Differentialgleichung w-ter Ordnung (P), deren Koeffizienten 
Pu-'-yPn ^^ ^^^ Umgebung der isolierten singulären Stelle 
X =^ a eindeutig sind, in x ^ a nicht unbestimmt seien, besteht 
darin, daß die i?i,jp,, . . .,jp, in a;=»a beziehungsweise höchstens 
einen Pol erster, zweiter, . . ., n-ter Ordnung besitzen. 

II. Theorem von Sanvage.*) Wenn die Koeffizienten eines 
homogenen linearen Differentialsystems in dem Punkte x=^a 
höchstens einen Pol erster Ordnung besitzen, so ist dieser 
Punkt für die Lösungen kein Punkt der Unbestimmtheit 

Während die kanonische Form eines Differentialsystems sich als 
hinreichend erwiesen hat dafür, daß die Lösungen in a; = a nicht 
unbestimmt werden, ist diese Form jedoch nicht notwendig. Man 
kann nämlich leicht Beispiele bilden, wo die Koeffizienten eines Diffe- 
rentialsystems in iP = a Pole von höherer als der ersten Ordnung be- 

^ Annales de T^cole Normale (8), m (1S86); vergl. Poinoarä, Acta Mathem. 
IV (1884), S. 216. 
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sitzen^ und wo der Punkt x ^ a doch kein Punkt der Unbestimmtheit 
f&r die Lösungen ist. Wir erhalten ein solches Beispiel, wenn wir die 
Differentialgleichung n-ter Ordnung (P), deren Koeffizienten die Form 
(Q) besitzen, in der Form eines Differentialsystems für die n Funktionen 



jer. 



dM d^'-^z 



schreiben. Dagegen können wir, nach den Ergebnissen der Torigen 
Vorlesung, jedes Differentialsystem, dessen Lösungen ir x ^ a nicht 
unbestimmt sind, durch eine Transformation von der Form (32) der 
Yorigen Vorlesung (S. 165) in ein Differentialsystem überfEihren, das 
in der Umgebung von x^^a die Normalform hat, also kanonisch 
ist — Es muß aber besonders hervorgehoben werden, daß nicht 
jedes in x =^ a kanonische System auch in diesem Punkte die Normal- 
form haben muß. Die Richtigkeit dieser Bemerkung wird sich aus 
den Auseinandersetzungen ergeben, die wir jetzt noch an den besonders 
wichtigen Fall der im Punkte a: = a kanonischen Systeme (A) an- 
knüpfen wollen. 



Es seien die Funktionen l|}^^ in der Umgebung von x ^ a in der 
Form 

OD 

(10) ^,«=2«J?(^-«)* 

9 = 

entwickelt. Wir bezeichnen, wie in der vorigen Vorlesung, mit (v^J 
diejenige Gauchysche Matrix, zu der die kanonische Litegralmatrix 
(%») ^^^ iA) ™ Punkte o; = a gehört (S. 146), so daß also 

(11) ('?,x) = (t',x)(9,J, 

wo (9,,) eine in der Umgebung von a: = a holomorphe Matrix bedeutet, 
in der die Elemente, die den einem Elementarteiler der determinieren- 
den Matrix 

(12) (»•J-(*-a)D.(f„) 

entsprechenden Zeilen angehören, nicht sämtlich für x^a verschwinden. 
Es sei in der Umgebung von x ^ a 

(13) 9,x=2*'«(^-«)*5 
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dann erhalten wir durch Einsetzen in das Differentialsystem (A), wie 
in der vorigen Vorlesung (S. 149) ^ die Rekursionsformel 

(14) {eOi^^)){Ä,,-d,^(ii+l))--(rJ(^,^^^^^ («;>)(«<•«>). 

' (^1=0,1,«, •) 

Wir können aber jetzt nicht von Tomherein Yoraussetzen, daB die 
Determinante der Anfangsglieder |£{^)' einen Yon Null yerschiedenen 
Wert besitzt, und dürfen daher aus der ersten der Gleichungen (14) 
nicht ohne weiteres schließen, daß die Besiduenmatrix (A^^ mit der 
determinierenden Matrix (r^^) ähnlich ist Die Diskussion des Olei- 
chungssystems (14) gestaltet sich yielmehr auf folgende Weise. 

Es sei (r — rj** ein Elementarteiler von (r^J und 

r_ ...0 



(15) 



9^0 



^^r' 



'« + l,r + l 


















die entsprechende Teilmatrix von (r.J. Wir betrachten dann die den 
Zeilen x, r + l, -- -y t + 6 -- l entsprechenden Gleichungen der Be- 
kursionsfbrmel (14). 

Zunächst habcm wir fQr die f|^^ die Gleichungen 

■ 

n 

yj 4*1 i.i (^i.-*i. r,) - *Ä - 0, 



(16) 



;§ 



^* (^i«) ^ diejenige Cauchysche Matrix bestimmt war, zu der (^^^) 
im Punkte a gehört, sind (S. 146) die Größen 

(17) fj*^ K« = r,T + l, --.t + »-!;,= m,...,,) 

nicht sämtlich gleich Null. Es folgt also aus den Gleichungen (16), 
daß die Dt^terminante i-rl,-, — d,, r, verschwindet, d. h. daß r^ jcMien- 
fzlls eine Wurzel der Residuengleichung 

(IS) J,,-d,,p'»0 



Reknnioiufonnel fBr kanoniache Systeme, 
ist. — Setzen wir 
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(19) 

SO ist nach (16) 

(20) 



(^.-*..0»-(BW), 



^«?iÄ, -0, 



Nun genügt offenbar jedes Lösnngssystem der Gleichungen 

(21) ^^-«^^«-^ 

auch den Gleichungen 

(22) 



J'l.Bil'^O 



(» = 1,J,- ,«) 



(x = l,8,-..,ii) 



usw., während das Umgekehrte natürlich nicht der Fall sein muß; es 
kann nämlich der Rang der Matrix (fix) kleiner sein als der Rang 
von (JB.J usw.*). — 

Wir machen zuimchst die Annahme^ daß r^ eine einfache Wurzel 
der Besiduengleichung (18) sei; (wie wir zu Beginn dieser Vorlesung 
bemerkt haben , kann man durch eine Transformation des Differential- 
systems (A) stets erreichen; daß die Residueugleichung lauter einfache 
Wurzeln besitzt). Dann ist also das System (f^ J vom Range n — 1, 



*) Die Bangzahlen der sukzessiven Potenzen 

(Ax - ^i* ^)' (Ax — *,x ^)*' (Ax - *ix ^v^y ' ' ' 

nehmen nicht zu und bestimmen die zu der Wurzel r^ der Gleichung 

|Ax-**xf| = <> 

gehörigen Elementarteiler der Matrix (^^.^ — ^<xO? ^^^S^- Weyr, Monatshefte 
der Math, und Physik I; Schlesinger, Grelles Journal, Bd. 114, S. 148. 
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und ebenso sind alle Potenzen (-B/J>), (-B/J^), • • • vom Range n— 1; 
die Gleichungssysteme (21), (22) , • • • haben also ein und dasselbe, von 
einem allen ^^ gemeinsamen Faktor abgesehen, yollkommen bestimmte 
Losungssystem. Zufolge der Gleichungen (20) können sich also die 
^?i> ^^+ii' ^^t + i,v ' ' ' ^^^ durch einen von X unabhängigen Faktor 
voneinander unterscheiden, d. h. es ist 

(0) 10) (0) (0) 

(2=1,2... ,11). 

Dies ist aber mit den Gleichungen (16)*) und mit der Tatsache, daß 
nicht alle Großen (17) gleichzeitig verschwinden, nur so vereiubar, daß alle 

verschwinden und nur unter den 

mindestens eines von Null verschieden ist Dann lauten^ die den 
Zeilen r, t + 1> - * *, v + <^ — 2 entsprechenden Gleichungen der Be- 
kursionsformel (14") für fi = 1: 

n 

^ f'rl i,Ai, - d,.:r, + D) - 0, 

^ £V^i ,, i u4i. - da. vr, + D) - «?] - 0, 
i»i 



(23^ 



Es muß also« wenn nicht alle Großen 

Terschwinden, auch r, -f 1 eine Wuixel der Reeidueni^eickiuig (18) sein. 
Sind die Großon (24^ sämtlich gleich Null« so folgt, wenn wir die 
Reknrsionsformd für ,« » 2 heranziehai« daß r^ + i «ne Wonel der 
Gleichung (18) sein muß« wenn unter den 

mindesleii» eines vcm Null verschieden ist. usw. — Wenn also tf > 1 



** Wlkrt»a alBlkh die Gksckv^r» 30 «ine Felge der Gkmkmmgea (l€i 
sxad. in das Ti^ekakrte mdit der Fül 

NattEikb nnw^efen«, daft •>!, aW ,r^r;* \xm <u&dMr Ele- 
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ist, 80 muß die Residuengleichung (18) außer der einfachen Wurzel r^ 
noch 6—1 Wurzeln von der Form 

haben^ wo die g^, • • •, g^^^ ganze Zahlen bedeuten. — Wir ziehen 
hieraus zunächst den folgenden Schluß: 

Wenn die Wurzeln der Residuengleichung (18) alle von- 
einander verschieden sind und sich auch unter diesen Wurzeln 
keine solchen befinden^ deren Differenz eine ganze Zahl ist, 
so hat die determinierende Matrix (r,. J lauter einfache und voneinander 
verschiedene Elementarteiler 

und die r^, ''j, • • •; ^, sind Wurzeln der Residuengleichung (18). In 
diesem Falle ist idso die Residuenmatrix (J^.J mit (r^J ähnlich, sie 
kann demnach selbst als determinierende Matrix gelten, und das System 
(A) hat bei x ^ a die Normalform. 

Im allgemeinen FaUe, wo die Residuengleichung (18) auch mehr- 
fache Wurzeln besitzt, bietet die erschöpfende Diskussion der Rekursions- 
formel (14) auch keine weiteren prinzipiellen Schwierigkeiten dar; wir 
gehen auf eine detaillierte Ausführung der Diskussion nicht ein*), 
sondern heben als Resultat nur das Folgende hervor: 

1) Die Wurzeln der Residuengleichung unterscheiden sich von den 
Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung nur um ganze 
Zahlen. 

2) Wenn wir die Rekursionsformel (14) ansetzen, so läßt sich die 
Bestimmung der Matrix {r^^ und der Eoeffizientenmatrizen (fj^)) stets 
auf rein algebraische Weise ausführen, und die so gebildeten Reihen 

sind in derselben Umgebung von x^^^a konvergent, wo die Konvergenz 
der Reihen (10) feststeht. 

Wir hatten bisher noch kein praktisch brauchbares Kriterium ge- 
funden, das für ein vorgelegtes Differentialsystem, dessen Koeffizienten 
im Punkte x=^ a den Charakter rationaler Funktionen besitzen, zu ent- 



*) Man vergl. die bereits S. 149 angefcLhrte Abhandlung von Hörn, femer 
Sanvage, Annales de la Faculte de Toulonse Ym, IX (1896). 
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scheiden gestattet, ob fQr die LosuDgen o? — a ein Punkt der Unbe- 
stimmtheit ist oder nicht. Natürlich bedarf es eines solchen Sjriterinms 
nur in dem Falle, wo mindestens einer der Koeffizienten in o? — a einen 
Pol Yon höherer als der ersten Ordnung besitzt. — Das einfiEudiste 
Verfahren zur Entscheidung dieser Frage ist wohl das folgende*). 
Wir bilden uns eine lineare homogene Funktion der Unbekannten 
yi' * * *> y« ^^ vorgelegten Differentialsystems: 

^ - «uyi + «iiyt + • • + ««ly., 

deren Koeffizienten fhif ' ' 'f ^ni ^ x^a den Charakter rationaler 
Funktionen besitzen und die so beschaffen ist, daß einer linearen 
Differentialgleichung von nicht niedrigerer als der n-ten Ordnung genfigt 
Unter Umstanden kann man z. B. die u^^, • • *, u,^ auch als Konstanten 
wählen. Wenn dann 

äi " «i«yi + ««»yj + • • + w,,y„ 



dx^-i - «'i-yi + *^«ys + • • • + «*.*y. 

ist, so hat die Determinante 

die nichts anderes ist als der Koeffizient der fi-ten Deriyierten in der 
linearen Differentialgleichung, der z genügt, einen von Null yerschiedenoi 
Wert Wir können folglich die y|, * * > y. auch linear und homogen 
durch 



s. 



dx^ ' rf^-t 



darstellen. Damit die Lösungen dee Yorgel^^n Differentialsystems in 
X » a nicht unbestimmt werden, ist also notwendig und hinreichend, 
daB das allgemeine Integral der Differentialgleichung »-ter Ordnung, 
der I genügt, die gleiche Eigenschaft besitzt; ob das zutrifft, wird 
aber zufolge des Fuchsschen Satzes durch die Form der KoefiBzienten 
in der Umgebung ron x = a unmittelbar erkannt 



Wir wollen jetzt roraussetzen« daB die Koefifizienten a,, oneeres 
DifferentialsTstems 

*^ Vergl. SauTage a. a. O. 
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in der Umgebung des unendlich fernen Punktes x ^ <x> eindeutig sind 
und für X » oo den Charakter rationaler Funktionen besitzen; es sei 

r 

(25) a,,-2<r'x', 

fs: —CO 

WO t eine ganze Zahl bedeutet. Machen wir in (A) die Substitution 

I 



(26) a: = 4, 



-2 



80 erhalten wir das System 

Für dieses System ist der Punkt S = ein regulärer Punkt, wenn 

ist, wir sagen in diesem Falle, der unendlich ferne Punkt sei für das 
System (A) ein regulärer Punkt; wenn 

ist, so hat das System (A'j in | = die kanonische Form, wir sagen 
dann von dem Systeme (A), daß es in x = oo kanonisch sei. — In 
analoger Weise mögen auch alle für den im Endlichen gelegenen sin- 
gulären Punkt § = des Systems (A') eingeführten Begriffe und Be- 
zeichnungen auf den unendlich fernen Punkt des Systems (A) über- 
tragen werden. 

Wenn das System (A) für x = co kanonisch ist, d. h. wenn die 
a^^ in der Umgebung von x =- oo in der Form 

(27) a,^^^ + -^ +-^>mm£. 

in konvergente nach fallenden Potenzen von x fortschreitende Reihen 
entwickelbar sind^ so sind die Lösungen von (A) im Punkte x ^ oo 
nicht unbestimmt. Wenn wir jetzt den Fall vor Augen halten, wo 
die Residuengleichung 

(28) !-«!!<'-*,.»• =0*) 

^ Im Sinne unserer obigen Festsetzungen und in Übereinstimmung mit dem 
in der Funktionentheorie üblichen Sprachgebrauche ist 

— a(i)=Res^ a. 

Sehleiinger, lineare Differentialgleichungen. 12 
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n voneinander verschiedene Wurzeln r^, . . ., r„ besitzt, die keine ganz- 
zahligen Differenzen aufvv'eisen, so folgt ans unserer allgemeinen Theorie 
die Existenz der n Integralsysteme 






y = 



«,«at,l,-.-,«) 



WO die Reihenentwickelungen 9><^ in derselben Umgebung von x^ oo 
konvergent sind, in der die Reihen (27) konvergieren. 

Der nächst einfachste Fall wäre der, wo in der Umgebung von 
o; — oo 

aCi) a(S) 
(30) o^^„o(o) + _^«= + _^j.+ ...inüif. 

isi Wir setzen in das Differentialsystem (A) die Ausdrücke 

(31) y, -«-•<> 

ein imd erhalten nach Division mit 6" für die ri^^\ . ., rf^^ die Glei- 
chungen 

(S2, 4'ff_^M»{.E_,,.-+f +1 + ...). .......,., 

Bestimmen wir dann co so, daß diese Funktion der Differential- 
gleichung erster Ordnung und n-ten Grades 

(33) «1?-*««S 



— (.•.x = l,2,...,«) 



genügt, so ist, wenn wir mit a^ eine Wurzel der Gleichung 

(34) |«<? -*,.«!- 
bezeichnen, 

(35) Of^a^x 

eine Lösung von (33). Wir setzen dann 

(36) Vin-^^^'V^Jf Or-l.«.-.») 

80 daß die rjf^y . . ., rjf^ dem Differentialsysteme 



i 
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Genüge leisten. Setzen wir hierin für rj^^^ die Ausdrücke 

(38) ti-^'2^'i(iy 

ein, so zeigt die Rechnung, auf deren Ausführung wir in der folgenden 
Vorlesung ausführlich zurückkommen, daß sich die Großen 

stets so bestimmen lassen, daß die Ausdrücke (38) dem System (37) 
formell genügen. Die so gebildeten Reihen 

sind aber nicht notwendig konvergent. — Wenn sie sich als 
in einer gewissen Umgebung von a;=oo konvergent erweisen, so 
liaben wir in (38) em Lösungssystem von (37), das in o; =» cx) keinen 
IPunkt der Unbestimmtheit besitzt und dementsprechend in den Größen 
^36) ein Lösungssystem des Differentialsystems (A), das in o; => cx) 
^inen Punkt der Unbestimmtheit besitzt, wenn a^+0 i^^* ^^^ insbe- 
sondere noch a^= 0, so ist das Differentialsystem (37) mit (A) identisch, 
imd (A) besitet — die Konvergenz der Reihen (39) stets voraus- 
j^esetzt — selbst ein Lösungssystem, das in o; = oo nicht unbestinmit 
^wird; als besonderer Fall ordnet sich hier derjenige ein, wo die samt- 
3^ichen Lösungen des Differentialsystems in x = oo nicht unbestimmt 
"werden. — Es kann aber vorkommen, and das ist sozusagen der allge- 
:3neine FaU, daß die Reihen (39) für keinen endlichen Wert von x kon- 
vergieren. — Es ist dies eine in der Theorie der Differentialgleichungen 
&ißerst wichtige Tatsache, daß nach fallenden Potenzen von x fort- 
schreitende Reihen, die der Differentialgleichung formell genügen, nicht 
au konvergieren brauchen, wenn der Punkt a; = oo ein singulärer Punkt 
^er Differentialgleichung ist. In unserer Theorie, d. h. für die linearen 
Differentialgleichungen können wir sagen, daß die nach fallenden Potenzen 
"von X fortschreitenden Reihen, die einem linearen Differentialsysteme 
Ibrmell Genüge leisten, stets konvergieren, wenn der Punkt a? = cx) ein 
regulärer Punkt oder ein singulärer Punkt von der Beschaffenheit ist, 
daß die Lösungen in o; = oo nicht unbestimmt sind; wenn dagegen 
Ä « cx) eine Unbestimmtheitsstelle der Lösungen ist, so können formell 
das Differentialsystem befriedigende Reihen vorhanden sein, die für 
keinen endlichen Wert von x konvergent sind. Die Bedeutung dieser 

12* 
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divergenten Reihen werden wir in der nächsten Vorlesung zu unter- 
suchen haben. 

Wenn in der Umgebung von x = oo 

a(i) a(«) 

^{x ^iX *" "^ ^iX ^^ X X 

ist, 80 setzen wir 

in das Differentialsystem (A) ein und erhalten nach Division mit e® 



dx ' , 

2 = 1 



i^#|4s-,"-',/sH) + «K+l + l + -| 



Bedeutet ß^ eine Lösung der Gleichung 

und wählen wir (o so, daß 

X dx^Pi' 
also (o gleich 



so ist 



«*=|^', 



V"*" /,^ (x = l,2,...,«) 



Vix-^' v[^i> 



und die i^^l^) genügen dem Differentialsysteme 



Dieses Differentialsystem wird formell befriedigt durch Ausdrücke 
von der Form 



OB 



(x=l,2,..,«) 



die aber allgemein gesprochen keine analytische Bedeutung haben^ da 
die auftretenden Reihen nicht zu konvergieren brauchen. 

So weiter schließend finden wir, wenn die a^^ in der Umgebung 
von rc =» oo in der Form 
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ad) 
(40) a,, - a^-'^xP + . . . + a(0) + -ijl + 



entwickelbar sind, Aiisdrflcke 

» = 



(x = 1,2,...,n) 

die dem Differentialsystem formell Genüge leisten, und wo der Koeffi- 
zient a^y'+^^ der höchsten rc-Potenz im Exponenten von e eine Wurzel 
der Gleichung 

(42) ;«i;"-d>HO 

ist Wenn in den Entwickelungen der Koeffizienten a^^ des Differen- 
tialsystems (A) die höchste wirklich auftretende Potenz von x die 2>-te 
ist, so sagen wir nach Poincare*), daß das System (A) in a? = oo 
vom Range p+\ sei; die formell genügenden Ausdrücke (41) nennen 
wir im Anschlüsse an L. W. Thome, dem man die Entdeckung 
derselben für den Fall einer linearen Differentialgleichung w-ter Ord- 
nung verdankt**), Normalreihen vom Range p+ 1, und in dem spe- 
ziellen Falle, wo die in diesen Ausdrücken auftretenden Reihen 



2 

v = 



^«(i)' 



in einer gewissen Umgebung von a; = oo konvergieren, Normalinte- 
grale vom Range p + l. Wenn die Gleichung (42) n voneinander 
verschiedene Wurzeln 

besitzt, so haben wir n Systeme von Normalreihen vom Range ;> + 1 ; ^^ 
dem Falle, wo diese Gleichung mehrfache Wurzeln besitzt, treten an 
die Stelle gewisser der Ausdrücke (41) Ausdrücke von etwas, anderer 
Form***). Es können nämlich im Exponenten an Stelle der ganzen 
Potenzen gebrochene Potenzen von x, oder an Stelle der nach fallenden 
Potenzen von x fortschreitenden Reihen ganze rationale Funktionen 
von log X auftreten, deren Koeffizienten solche nach fallenden Potenzen 



*) Acta Mathematica VUI, S. 328. 
"^^ «^ Grelles Journal Bd. 83 ff. 
•^) Pabry, Th^ea (Paria, 1886). 
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von X fortschreitende Reihen sind. Man spricht dann Fon anormalen 
Reihen, beziehungsweise von logarithmischen Normalreihen.*) 

Wir werden uns im folgenden auf den Fall beschranken, wo das 
Differentialsystem vom Range Eins ist, und wo die Gleichung (34) n 
voneinander verschiedene Wurzeln besitzt. Selbstverständlich können 
analoge Untersuchungen wie die, die wir hier fOr a; » oo angedeutet 
haben, auch f&r einen beliebigen im Endlichen gelegenen Punkt x == a 
angestellt werden, der für die Koeffizienten des Differentialsystems ein 
Pol ist. 



*) In bezog auf lineare Differentiabysteme vergl. £. Cunningham, Philosoph. 
TransactionB, Ser. A, Vol. 205 (1905). 



y^ 



Elfte Vorlesung. 

DifferentialByBteme vom Bange Eins. OharakteristiBOhe Gleichung. 
Divergens der Normalreihen. Allgemeines über asymptotische Dar- 
Btellnngen« Das Foincarösche Lemma. Biccatische Differential- 
systeme. AuMellung eines Integralsystems. Bednktion eines Diffe- 
rentialssrstems bei Kenntnis eines partikularen Lösungssystems. 

Wir wollen in dieser und in der folgenden Vorlesung den Fall 
einer genaueren Untersuchung unterziehen^ wo das Differentialsystem (A) 
in 0? — oo vom Range Eins ist. Wir haben dann für die Koeffizienten 
üfjg die Entwickelungen (30) der vorigen Vorlesung, d. h. 

ad) aW 

(1) a,,==a(o) + -f + -ij- + . . . in inf. 

Die Gleichung 

(2) I a(o^) - d,^a I = 0, (.;x=i.«,..,n) 

die wir die charakteristische Gleichung nennen wollen, möge n 
voneinander verschiedene Wurzeln «i, . . ., «« besitzen. Setzen wir dann 

(3) yu=e»<'7],,, 

SO haben wir wie in der vorigen Vorlesung für die 

(4) ViU"'7Vin 

das Differentialsystem 
Wir setzen: 

OD 

(6) r,i.-=^'2''^ji 

und stellen uns zunächst die Aufgabe, die Größen 

Vif ^ixJ *^ixy ' ' ' 
so ZU bestimmen, daß die Ausdrücke . (6) dem Differentialsysteme (5) 
formell genügen. 
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Zur Vereinfacliuiig der Rechnung dient die folgende Transformation. 
Aus den Gleichungen 

n 



^«*.Ki-<5'..«.) = 



denken wir uns die Großen a.^ ausgerechnet; dann ist, da die a^y...,a^ 
als voneinander verschieden vorausgesetzt wurden, die Determinante 

l«,x +0, 
(•,x=l,2,--,ii) 

und wir haben 

Machen wir nun in dem DifiFerentialsysteme (A) die Substitution 

n 

1 = 1 
Bet7eii 

(9) Kx)(«!;')(«..)-'=(&S;>) <-».«.-) 

und beachten ferner, daß nach (7 a) 

Kx)W»')(«.«)-'-K**.) 

ist, so lautet das transformierte Differentialsystem fär die Unbekannten 

(A) d* =««^«+j2^n x"+s^ +•■•)• 

Bezeichnen wir die Inverse der Matrix {u^^ mit (a^'J, so folgt 
aus (8): 

n 
/ = 1 

setzen wir also: 

n n 

(10) ^i. -^ya<. - ^''^nu^'x,. 

2=1 2=1 

SO befriedigen die Größen 

n 

(11) 5««=5''?a<« 
die Gleichungen 

(12) '^ - 6. («.-«,)+i'6.(? + f + ••■)• 
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Dem Ansätze (6) entsprechend, setzen wir nunmehr 

(13) 6., - a^i U + ^ + . . .) =2 cS;' **' -'; 

wenn wir diese Ausdrücke in dje Gleichungen (12) einführen und mit 
x^'i dividieren, so kommt 

r=0 v = X=l fi = l ^ r = ^ 

Die Vergleichung der absoluten Glieder liefert dann 

also 

c<o)=0 füri4=x. 

Die Vergleichung der Koeffizienten von x"^ ergibt weiter 

n 

(14) e,c(«) = (a, - a,)cm +^ c-J« ii«, 

also für X «= i und mit Rücksicht darauf, daß c<^) notwendig von Null 
verschieden sein muß, 

(15) P,= 6(i). 

Die Vergleichung der Koeffizienten der höheren Potenzen von x~^ 
liefert daun Gleichungen, die zur Bestimmung der cj^^ dienen. Die c{J) 
können als willkürliche, von Null verschiedene Konstanten betrachtet 
werden, wir können z. B. cj?^= 1 wählen. 

Für 2 =j= X ergibt sich aus den Gleichungen (14) 

(16) r^y = -^- . 

Wir finden also auf diese Weise die dem Differentialsysteme (A) formell 
Genüge leistenden Reihen 

(17) yix=« ^ {^i. + ^i. ^ +•••); 

in diesen Ausdrücken sind die «i, . . ., «^ die Wurzeln der charakteri- 
stischen Gleichung (2), die Qi, - - -, Q„ werden durch die Gleichungen (15) 
gegeben, in denen 

zu nehmen ist, während die (a^J durch die Gleichungen (7) bestimmt 
sind, und endlich ist nach (8) 

(a-rc(?)(«'J, 
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also, da im Sinne unserer Festsetzung c^^) =: 1 ist. 






Man kann, indem man Beispiele von DüBTerentialsystemen der 
Form (5) betrachtet, zeigen, daß die Reihen (17) im allgemeinen für 
keinen endlichen Wert von x konvergent sind. Wir nehmen etwa 
die von Picard angegebene Differentialgleichung 

(18) J; + (^+^)|; + t„_o, 

die, wenn wir 



du 
setzen, dem Systeme 



*^ dx 



du, 

dx ^ ^^' 

äquivalent ist. Setzen wir in (18) für ti die Reihe 

(19) <=«+x +& + ••• 

ein, so ergibt sich die Rekursionsformel 

c,(i^(v + l)-f/ao+/Jo) — (v + l)aiC,+i-0, (»=0,1,) 
aus der für den Gliederquotienten der Reihe (19) der Ausdruck 

c, X Voj V + 1 «1 ' Oj i» -|- 1/ X 

folgt; dieser Quotient wächst also für jeden endlichen Wert von x mit 
V ins Unendliche, so daß sich die Reihe (19) in der Tat als divergent 
erweist. 

Wie wir schon oben bemerkt haben, kann es sich in besonderen 
Fällen ereignen, daß die Reihen (17) konvergieren; sie stellen dann 
Lösungen (sogenannte Normalintegrale) des Differentialsystems (17) 
dar, die in x = 00 einen Pimkt der Unbestimmtheit besitzen , wenn 
a^+ ist. 

Wir gehen in diesen Vorlesungen auf die Untersuchung der 
Bedingungen, imter denen die Konvergenz der Reihen (17) eintritt, 
nicht ein, sondern wollen für den allgemeinen Fall ihrer Divergenz die 
Frage erörtern, welche Bedeutung diesen Reihen zukommt. Diese Be- 
deutimg hat allgemein zuerst Poincare erkannt; sie besteht darin, 
daß sich mit Hilfe der in Rede stehenden Reihen das Verhalten ge- 
wisser Lösungen des Differentialsystems vom Range Eins angeben läßt^ 
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wenn die nnabhangige Variable x in bestimmter Weise sich der Unbe- 
stimmtheitsstelle X = OQ annähert. Wir schicken zunächst einige all- 
gemeine Bemerkungen voraus ^ die sich auf den Nutzen beziehen^ den 
man in manchen Fällen aus divergenten Reihen ziehen kann^ wenn es 
sich darum handelt^ Funktionen in der Nähe einer Unbestimmtheits- 
stelle zu untersuchen. 



Es sei f{x) eine monogene Funktion der komplexen Variabein, 
die in o; » oo einen isolierten Punkt der Unbestimmtheit besitzt. Es 
möge X mit einem bestimmten Argumente, d. h. so ins Unendliche 
rücken^ daß, wenn wir 

X == QeP^-^ y ^ =- jfl;| 

setzen^ fOr hinreichend große Werte von q der reale Winkel 6 einen 
konstanten Wert beibehält. Ohne dadurch die Allgemeinheit zu be- 
schränken, können wir z. B. den Fall ins Auge fassen, wo d — ist, 
d. h. wo X sich längs der positiven realen Achse dem Unendlichen 
annähert. 

Es kann sich dann ereignen, daß 

lim f{x) = Co 

ist,'*') wo c^ eine bestimmte endliche Größe bedeutet; es besteht also 
die Gleichung 

Um(Aa:)-Co) = 0. 

Es kann nun weiter vorkommen, daß 

lim X (fix) — c^j) — Cj , 

lim x^(f(x) - Co - ^') = Cj , 

allgemein 

(«) lim t-(Ax) - Co- J 5.-4) = c, 

ist, für jeden positiven ganzzahligen Wert von n. Wenn dann 
der Punkt rc = oo wirklich ein Punkt der Unbestimmtheit für die 
Fmiktion f(x) ist, so ist zwar die Reihe 

(ß) Co+^ +%+■■■ mini. 



X ' X' 



*) Durch das Zeichen lim bezeichnen wir im folgenden kurz den Grenzwert 
f&r ein als positive reale Größe ins Unendliche wachsendes x. 
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im allgemeinen divergent, ihre Teilsnmmen 

stellen aber trotzdem die Werte von f{x) für große reale und positive 
Werte von x mit beliebiger Genauigkeit dar, indem zufolge der Defi- 
nition der Koeffizienten c©, c^, c^, . . . 

/•(^) = «. + ^: 

gesetzt werden kann, wo a^ eine Funktion von x bedeutet, för die 

lim f,= 

ist. Man sagt von einer solchen divergenten Reihe {ß\ daß sie halb- 
oder semikonvergent sei (Legendre), und die Funktion f{pc) für 
große reale positive Werte von x asymptotisch darstellt (Poincare); 
diese Eigenschaft, die also das Bestehen der unendlich vielen Bedin- 
gungen («) für n = 1, 2, . . . in sich begreift, wird durch das Zeichei^ 

/•(a;)c^c,+ "^+^ + .-.ininf. 

ausgedrückt. — Was nun die Eigenschaften solcher asymptotischer 
Darstellungen anlangt, so gelten die folgenden Bemerkungen. 

Zunächst ist evident, daß, wenn f{x) überhaupt einer asymptotischen 
Darstellimg fähig ist^ dies nur auf eine Weise möglich sein kann. 
Umgekehrt kann aber eine semikonvergente Reibe die asymptotische Dar- 
stellung von unendlich vielen Funktionen liefern; denn da offenbar 

c'Ln Oh (- -j + • • • in inf. 

ist, so wird durch die semikonvergente Reihe (/J) nicht nur /"(x), son- 
dern z. B. auch jede Funktion von der Form f{x) + const. c* asympto- 
tisch dargestellt. 

Femer gelten nach Poincare die folgenden Rechnungsregeln*). 

1. Wenn für zwei Funktionen f{x)j g(x) asymptotische Darstellungen 

f(x) ^ ^0 + ~ H ^ i^-j 

g(x)u^dQ+ ^ -\ in inf. 

*) Vgl. etwa Borel, Le^ons sur las s^ries divergentes (Paris 1900), S. 26 if. 
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Torhanden sind, d. h. wenn fftr 



^'-=- 


ysrO 


/•(^)-««+^% 


!^(^)-*.+ ^ 


lim f^= 0, 


liiud„-0 


f(^\ -J_ nf'A = < 


, A.t < !•+*». 



ist, 80 ist offenbar 



oder mit dem eingeführten Zeichen: 

fix) ^-9{x)i^c^^d,+ '>^>- + "^fi + . . . in inf. 

Wir sagen kurz: asymptotische Darstellungen dürfen ad- 
diert werden. 

2. Multiplizieren wir die beiden Reihen^ die zur asymptotischen 
Darstellung von f{x) bezw. g{x) dienen, nach den gewöhnlichen für 
konvergente Reihen gültigen Regeln und bezeichnen die Summe der 
n + 1 ersten Glieder der so entstehenden Reihe mit 6^, so wird die 
Differenz 

nur Potenzen von x^^ enthalten, deren Exponenten größer als n sind, 
so daß also 

ist. Wir haben folglich 

d. h. asymptotische Darstellungen dürfen nach der gewöhn- 
lichen Regel multipliziert werden. 

3. Es sei ferner 

F{0) = J5o + -Bi^ + • • • in inf. 
eine für | ^er | < iZ konvergente Reihe, und 

F(f{.x))=<f{x). 
Wenn dann | Cq < iZ ist, so konvergiert die Reihe 

ii^+B,f{x) + B,{my+--- 

für hinlänglich große positive reale Werte von x und stellt die Funk- 
tion 0{x) dar. Setzen wir in dieser Reihe an Stelle von f{x) die 



190 Bilfte YorlesiiDg. 

asymptotische Darstellimg der letzteren Funktion ein nnd ordnen nach 
Potenzen von — , so erhalten wir eine Reihe 

(y) 9o+ 9i -^ + % ^« + • • • in inf., 

f£Lr deren Koeffizienten offenbar die Gleichungen 

lim {<S>{gc) - 9^) « 

lima;(4^(a;)~(po-|)==0 



bestehen. Die Reihe {y) ist also semikonvergent und liefert die asympto- 
tische Darstellung von <l>(x), D. h. man kann asymptotische Dar- 
stellungen in konvergente Reihen einsetzen und dann nach 
Potenzen von ar^ ordnen, wenn nur das Anfangsglied der 
asymptotischen Darstellung dem Konvergenzbezirk der kon- 
vergenten Reihe angehört 

4. Wenn in der asymptotischen Darstellung von f{x) der Anfangs- 
koeffizient c^ von Null verschieden ist, so setzen wir 

^>-i.<p(x). 

Dann ist, für ; ^{^x) | < 1 , 

fU - i r+^(.) = ^ (1 - ''C*) + 9'(*)*- • • •); 

wir erhalten also, da lim (p{x) ^0 ist, zufolge des vorhergehenden 

Satzes die asymptotische Darstellung von jr-. , indem wir nach den für 

konvergente Reihen geltenden Regeln den reziproken Wert der 
asymptotischen Darstellung von f{x) bilden. Man kann also, wenn 
in einer asymptotischen Darstellung der Anfangskoeffizient 
von Null verschieden ist, eine andere asymptotische (oder 
konvergente) Darstellung durch die erstere dividieren. 

5. Wir denken uns die Funktion 

zwischen den Ghrenzen x und h integriert: 



/(rw-^- 5)^-/0+-+^).''+/^ 



h 

dx 
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die rechter Hand auftretenden Integrale b^ben einen Sinn, wenn wir 
2» -" oo nehmen, es ist also 



wo 



1-1 



J 0^ i^n-l a;-*' 



wenn wir mit 8^ einen Mittelwert der Funktion e^ bezeichnen. 
Es ist demnach 

wo I ö I < 1 und folglich 

lim ij„ - 0; 

wir haben also ffir die Funktion 

X 

eine asymptotische Darstellung. 

Es sei nun x^ ein positiver Wert, dann ist 

/(/•(*)-c.-^^)rfa: = C-(5^ + . .. + -:-), 

00 
*0 

wir erhalten also: 



X 

ii) Cf{x)dx ^c^x + c^logx + C 



^ _ i_ fL ?«_ 

X 2 X* " ^"-1 ^ 

wo 

C ^C — c^^ - Ci log Xo 

ist. Die Gleichung {S) kann als asymptotische Darstellung 

X 

jf{x) dx^^c^x + c^logx + C -^^ — ]- ^i in inf. 
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geschrieben werden, wenn wir diese Bezeichnung auf eine durch die 
auftretenden Zusatzglieder 

c^x + Ci log X 

er^nzte Potenzreihe übertragen. In diesem Sinne können wir also 
sagen^ daß eine asymptotische Darstellung gliedweise inte- 
griert werden darf. 

Wir bemerken gleich, daß wir im folgenden den Begriff der 
asymptotischen Darstellung auch auf solche Fälle erweitem werden^ 
wo zu der nach fallenden Potenzen von x fortschreitenden Reihe nicht 
nur eine Funktion von x additiv hinzutritt (wie hier der Ausdruck 
c^x + c^ log x)y sondern auch die so ergänzte Reihe noch mit einer 
Funktion von x multipliziert wird. — Wenn x nicht als positive reale 
Größe, sondern mit einem von Null verschiedenen Argumente ö ins 
Unendliche rückt, so haben wir nur an Stelle von x das Produkt rc6~** 
als neue unabhängige Variable einzuführen, um diesen Fall auf den 
behandelten zurückzuführen. Es ist aber wichtige sich vor Augen zu 
halten, daß eine und dieselbe semikonvergente Reihe verschiedene 
Funktionen asymptotisch darstellen kann, wenn x mit verschiedenen 
Argumenten ins Unendliche geht. 

Man darf eine asymptotische Darstellung im allgemeinen nicht 
gliedweise differentiieren; dies ist nur dann zulässig, wenn von anderer 
Seite her feststeht, daß die Derivierte der Funktion f(x) selbst einer 
asymptotischen Darstellung fähig ist. In den Fällen, mit denen wir 
es im folgenden zu tun haben werden, wird diese Bedingung stets 
erfüllt sein. 

Die von Poincare entdeckte Bedeutung der Reihen (17), die dem 
Differentialsysteme vom Range Eins formell genügen, besteht nun darin, 
daß sie, wenn x mit einem bestimmten Argumente dem Unendlichen 
zustrebt, allemal die Elemente einer Integralmatrix asymptotisch dar- 
stellen. Den Nachweis für diese Tatsache werden wir so führen, daß 
wir zunächst zeigen, daß die logarithmischen Derivierten der Lösungen 
eines Differentialsystems vom Range Eins bestimmten Grenzwerten zu- 
streben, wenn x mit festem Argumente ins Unendliche rückt, — diesen 
Satz bezeichnen wir als das Poincaresche Lemma*) — und dann, 
einer von Hörn**) für lineare Differentialgleichungen n**' Ordnung 

♦) Amorican Journal, Bd. VE (1887), S. 202. 
♦*) Acta Mathematica, Bd. 24 (1901), rf. 289. 
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angegebenen Methode folgend^ auf Grnnd des Poincar^schen Lemmas 
direkt die asymptotische Darstellung dieser Lösungen herleiten. 

Wir denken uns x als positive reale Variable und setzen voraus, 
daß die Wurzeln u^j • • •; ^n ^^^ charakteristischen Gleichung nicht nur 
voneinander verschieden sind, sondern daß auch ihre realen Teile 
verschieden sind. Wenn wir in üblicher Weise mit 9i(a) den realen 
Teil der komplexen Größe a bezeichnen, so möge die Bezeichnung der 
Wurzeln «!,•••,«„ so gewählt sein, daß 

(20) 9iW>«(«,)>- ••>«(«-) 

ist. Das DiflFerentialsystem (A') wollen wir in der Form 



•direiben, wo also 

(21) g_^^=^ + ^«+...; tf.«-M.-..) 

fttrs erste wird es aber genügen, über die ^^x keine weitere Voraus- 
setzung zu machen als, daß 

(22) lim a.x = 

sei. 

Aus den Gleichungen (A") folgt 



-«x+^r^^x' (-I.V.-,-) 



dx , 

2 = 1 - 

also, indem wir die erste Gleichung von allen folgenden abziehen, 
dlog^ ^ ^ 

Es sei mm für einen bestimmten realen positiven Wert von x 

h 



(24) 



<f 



<\, 



WO B eine positive Größe bedeutet. Wenn dann 

ist, so folgt aus (23), indem wir beachten, daß 

0>gU(a^-ai)>g(l(aj-ai), (x=?.- .») 

Sohletinger, lineare Diffeientialglelohongen. 13 
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und daß der reale Teil einer komplexen Oroße nicht größer ist als ihr 
absoluter Betrag, 

«- I 






-r\ «ii»« 



d^- <«(«.-«.) + 2* + 2(n--l) f. 
lim d = 0; 



(25) 

Nun ist nach (22) 

setzen wir also 

(26) « (a,-«i) + 2ä + 2(n-l) -f g 

und wählen g als positive Größe so, daß 

<7 <«(«!-«,) -2d, 

so bestimmt sich e aus der Gleichung (26) als positive Große, für die 

lima-0 

isi Im folgenden möge e stets die fOr ein gegebenes d und ein ge- 
eignet gewähltes g auf diese Weise bestimmte Größe bedeuten. 
Es sei nun tüi einen bestimmten Wert von x 

WO %, hf ' ' ' ®"^® Permutation der Zahlen 2, . . ., w bedeutet; wir 
dividieren durch | js^ \ und setzen 



dann ist also 



t:\-^. 



M- 



Der betrachtete Wert von x bestimmt seinerseits ein gewisses 8, mit 
diesem und einem geeigneten g wird wieder ein s bestimmt; wir wollen 
nun annehmen, daß 

(27) B<M<^ 

ist; dann haben wir 



und, da Jf > £, 
(28) 



<h 






(l-«,8, .-.i.) 



Da aber s mit wachsendem x gegen Null konvergiert, so können wir 
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annehmen, daß fttr den rc-Wert, den wir untersuchen, — > 1 ist; wir 
haben also, da 

ist^ mit Rücksicht auf (28) die Ungleichung 



(29) 



< — (a«i,,..,<j-i,<j+i, . ..«) 

e 



Unter der Voraussetzung (27) bestehen also die Ungleichungen (24) 
f&r 9c^ ii, wir erhalten demnach zufolge Ton (25) die Ungleichung 

(30) ~f^<-9- 

Wenn also für einen bestimmten Wert Ton x die Ungleichungen 
(27) erfüllt sind, so nimmt nach (30) die Funktion M Ton x an dieser 
Stdle ab, d. h. sie wird kleiner, wenn x Ton dieser Stelle aus (natür- 
lich immer als reale positiye Oröße) wächst. Es sei nun M(h) der 
größte Wert, den die Funktion M annehmen kann, wenn x>h ist 
wir behaupten, daß dann stets 

(31) M(h) < a 

sein muß. In der Tat haben wir gesehen, daß M abnimmt, solange 
M>€ ist; sollte nun M wieder mit wachsendem x zxmehmen, so 
könnte dies nur so lange stattfinden, bis diese Funktion den Wert s 
erreicht hat, da, sowie M> s geworden ist, wieder ein Abnehmen ein- 
treten muß. — Da nun aber lim s = ist, so folgt aus (31), daß 

Um Jf-0 

sein muß, d. h. wenn für einen bestimmten (großen positiven) Wert 
yon X die Ungleichungen 

(32) a<\^ 
erfüllt sind, so ist 

(33) lim^-0. (x = 2,8,-..,i.) 

Sollten die Ungleichungen (32) f&r keinen Wert Ton x erfiült 
sein, so sind die -^ entweder stets kleiner als a oder stets größer 

als — Im ersteren Falle wäre 

8 

lim-^=0, 
im letzteren 

(34) lim '" - oo. 

18* 



<— (x = l,«,. ..») 
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Wir können also sagen^ daß im allgemeinen für ein Integral- 
system z^y . . ,je^ des Differentialsystems (A") die Gleichungen (33) be- 
stehen, daß aber f&r gewisse partiknUre Integralsysteme auch die Glei- 
chungen (34) gelten können. Daß es wirklich immer Lösungssysteme 
^1} ' ' f^n ff^^y ^^ ^^ ^^ Gleichungen (33) richtig sind, folgt einfeich 
daraus, daß wir ja üQr ein hinreichend großes positiyes x die Anfang^s- 
werte so yorschreiben können, daß die Ungleichungen (32) erf&llt 
werden. Dieser Satz ist das Poincaresche Lemma. 

Wir stellen nun ein Differentialsystem her, dem die Quotienten 

-* Genüge leisten. 



Hat man allgemein das System 
so ist 
die Quotienten 



(« = 1,2,..,«) 



(« = 2,«,...,«) 



U^ (jr = J,l,..-,«} 

Vi 



befriedigen folglich das Differentialsystem zweiten Grades 



(« = 2,8. •,«) 

das man wohl als Riccatisches System bezeichnen kann, weil es sich 
für n = 2 auf die Kicca tische Differentialgleichung 

äl + «n«*+ K - «22)«* - «12 = 

reduziert Wenn die Lösungen des Riccatischen Systems bekannt 
sind, so ergeben sich die Lösungen des linearen Differentialsystems 
yj, . . ., y^ mit Hilfe von Quadraturen. 

Für unser Differentialsystem (A") ist 

) (i,»-l,2, . ,n) 
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das Riccatisclie System, dem die Quotienten 

z 

H 
genügen, lautet also: 

Wir können somit den Inhalt des Poincar^sohen Lemmas auch 
in der folgenden Form aussprechen: Ein Riccatisches Differential- 
system 

(jf,a = 8,8, . ,n) 

worin 

9t(/3J < 0, lim iJ;ii = lim JBi^- lim iJ^i^- 

ist, besitzt stets ein Lösungssystem u^, . . ., u^, für das 

lim u^= 0. (x=2, .,«) 

Zu einem Riccatischen Systeme (A^^) gehört immer ein lineares 
homogenes Differentialsystem von der Form (A'^), dessen Lösungs- 
quotienten — dem Riccatischen Systeme Genüge leisten. 

Wir denken uns nunmehr die Q^^ in dem Systeme (A") wieder 
als Funktionen, die durch Reihen von der Form 

(35) ^-+^+-minf. 

X X 

dargestellt sind; diese Reihen können jedoch entweder in einer gewissen 
Umgebung von o; = oo konyergent sein, oder aber, sie können als semi- 
konyergente Reihen vorausgesetzt werden, die die Q^^ für große reale 
positive Werte von x asymptotisch darstellen. — Es gibt dann, wie 
wir gesehen haben, stets Reihen 

(36) z^^ = e^i'rc^* (c/®) + ^ + • • • in inf.) , 

die dem Differentialsystem (A") formell Genüge leisten, und wo 

ist. Insbesondere ergibt sich für t = 1 , wenn wir formell die Quotienten 
'^ bilden, 
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wo zufolge der Gleichung (16) (S. 185) 

(38) y;i) = ei«-^; 

die Reihen (37) haben natürlich auch nur formalen Charakter. Jeden- 
&ll8 können wir aber sagen^ daß, wenn in dem Riccati sehen Systeme 
die JBji, in der Form von Reihen 

(39) B.«: f + f + ...inixrf. 
konvergent oder asymptotisch dargestellt sind, stets Reihen 

(40) u^= 1^ + ^ + ... in inf. (x=«.5....,«) 

gefunden werden können, die jenem Riccatischen Systeme formell 
Genüge leisten. 

Wir setzen jetzt 

(41) «.«-~+--- + ~.T + J^O 

wo p eine beliebige, aber fest gewählte positive ganze Zahl bedeutet. 
Dann ist, gleichgrültig ob die Reihen (39) konvergieren oder die R^^ 
nur asymptotisch darstellen, für die Funktionen Bj^^ von x 

limJB^^^O. 

In ähnlicher Weise setzen wir 

yU) yW v(P + l) r 

führen diese Ausdrücke in das Riccati sehe Differentialsystem ein und 
bilden die Differentialgleichungen, denen die Funktionen F^ genügen. 
Wir finden 

dr. 



£+ ^^«^^^'^» = ^x-^«+j2'^-'^^«+'Si«' .(.-».•••.-) 



wo 



B 



^n - -fh 5 ^ix - -Bi« - -Ba f^'x . (^+«) 



«p 
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X 



^ yd) y(P+l) 



die komplizierteren Ausdrücke für die S^^^ schreiben wir nicht explizite 
hin, sondern bemerken^ worauf es uns allein ankommt; daß 

Um5i^=0 

ist. — Dieses Differentialsystem für die F^y • • •; -Ti ^^^ ^^^ ®^^ IBLiq- 
catisches von der Form (A^); es besitzt demnach zufolge des Poin- 
car^schen Lemmas ein Lösungssystem, für das 

Umr^-0 

ist. Wir können also das Resultat aussprechen: Für jede positiv^ 
ganze Zahl p besitzt das Riccatische System (A^ ein Losungssystem 
von der Form 

wo 

Umn=0 



(jf« 2, «,••,») 



ist. — Damit ist natürlich noch nicht bewiesen, daß die Reihen (40) 
ein Losungssystem von (A^ asymptotisch darstellen, da sich das eben 
ausgesprochene Resultat auf eine zwar beliebige ^ aber feste ganze 
Zahl p bezieht. Ehe wir werter gehen, sehen wir zu, was aus dem 
bisher Erlangten für das lineare DüDPerentialsystem (A'^ beziehungs- 
weise für unser ursprüngliches DiflTerentialsystem (A) folgt. 

Das Differentialsystem (A), dessen Koeffizienten von der Form (1) 
(S. 183) vorausgesetzt wurden, schreiben wir jetzt in der Form 

hierin können die P^^ durch die Reiben 

^ijL + ?i; + . . . in inf. 

entweder — wie es für unser Differentialsystem von vornherein vor- 
ausgesetzt war — konvergent oder auch nur asymptotisch dargestellt 
sein. Aus (A) folgt zunächst: 

3 = 1 ^r. a«i ^x 
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wenn wir hierin den Gleichungen (8) gemäß 

y. -^'^ix+'+^^x 

einsetzen^ so ergibt sich 

^"^ = -,-„-+-. '.-+-,-« [22 'i«*.«?i + 2" 2'''«"^^«!' 

llx' ' n MX ^ i i ^L i ' 

Da aber nach (7 a) 

l 

ist, so haben wir 

/iox ^ ^x __ i_l_lx_! »L_« »i^ J_ _i : • 

\^^) dx ea-i \- z a " "^ z^ä^ +~. . . ^ g a 

1 Ix * ' n nx 1 Ix ' ' « »x 

Man kann ohne wesentliche Beschränkung der Allgemeinheit voraus- 
setzen, daß die 

yon Null verschieden sind. Sollte dies nämlich von vornherein nicht 
zutreffen, so läßt es sich stets dadurch erreichen, daß man die j^^, ..., y. 
einer passenden linearen Substitution unterwirft.*) Unter dieser Vor- 



*) Wir bemeiken, daß die folgenden Erwägungen mutatis mntandis auch 
dann anwendbar bleiben, wenn unter den 04 ^ gewisse gleich Null sind. So hat 
man z. B. für das Differentialsystem (A') selbst 



dx *^ X 


--^Hf^ 


also für das Integralsjstem z^^, . 


••,^1« 


■"r- -..+¥+• 


^ x + 


^ 1 + 51. + . . . 

X ' 


= «, + ^ + - 
und für X > 1 


,(p) r 

x'^ X^ 


dx '^ ' a: ' 




X ' 



-)• 



■■-(f-). 



(f. ■). 
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anssetzung können wir auf der rechten Seite von (42) in Zähler und 
Nenner durch e^tt^^ dividieren und finden: 

/^\ ^ '^ y» ^ ix 1 _i_x 1 I i_ « ^ ^« 

1 _L _?_? _1 J L w* _* 1 J_ . L? _* J I E» _* 

«if aif air a 9 

1« 1 1« 1 Ix 1 Ix 1 



Wenn wir nunmehr in diesen Oleichungen für die Quotienten -^ 
die gefundenen Ausdrücke 

einsetzen nnd nach feilenden Potenzen von x ordnen, so ergibt sich 

dx - «X + "a; -t- «i -•- • • • + -^>+l -t- ^, + X> 

wo 

lim Z, - 

ist. Integrieren wir diese Gleichungen in bezog auf x, so erhalten wir 

» 

und indem wir zu den Numeris übergehen, 

(44) ,._e.,.:^?'(^«+f + ... + jS + ^). 

rfx =«« + -^-+--+ ^m ; V-F + '-j 

X +■■■ 

«^ — «« 
irt, 



«lao da nach Gleichung (88) 
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Hierin ist, wie man ohne weiteres übersieht, 

ond die sfl, ^^y ., ., ^^^ stimmen mit den ebenso bezeichneten Gh-ößen 
in den Beihen (17) (S. 186) überein. Femer zeigt man dnrch das 
beim Beweise der Sätze 3. und 5. über asymptotische Darstellungen 
angewandte Verfahren, daß 

(45) lim -E(5«0. 

Das Integralsystem, das in der Form (44) darstellbar ist, und 
dessen Existenz wir jetzt bewiesen haben, bezeichnen wir mit 

Wir zeigen jetzt durch vollständige Induktion, daß noch weitere 
n — 1 Integralsysteme vorhanden sind, die zu den übrigen n — 1 formell 
aufgestellten Reihensystemen (17) ebenso gehören, wie das eben ge- 
fundene zu dem ersten dieser Reihensysteme gehört. Um diesen Nach- 
weis zu führen, bedürfen wir eines Satzes, der ein spezieller Fall des 
zweiten Satzes der siebenten Vorlesung (S. 115, 116) ist, und den 
wir hier in der Form einschalten wollen, wie wir ihn nachher un- 
mittelbar gebrauchen werden. 



Es sei 

ein Differentialsystem mit n Unbekannten und 
ein partikulares Lösungssystem. Setzen wir dann 



(« = !,«....,•) 



so ist 
also, da 
ist, 



y^-dx + -dx 9- ^-Z Vii^i^i^y 



dx —^^li^i* 
/ = 1 



XxJ 



Ein SübatAz. 
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oder 






"ix 



Dieses DifPerentialsystem besitzt das Losnngssystem 

was sich dadurch kundgibt, daß in jeder Gleichung die Summe der 
Koeffizienten der p^ verschwindet Setzen wir 



(H) 

80 ist 

m 

(IV) 



S'lx 



*i«- 



■A.,<'+-i,->£" 






' txKf 






(x = iA ■••.») 



(Ja; 



•Al<*2+---+/*n>i.; 



du, 



dx - (/ix-r.>,+ • • • +(/'.x -/;>,• («=»•••••-) 

Wenn dann ein Lösungssystem u^y - - -y^n ^^^ Differentialsystems 
(rV) bekannt ist, so haben wir nach (Hl) 

9i = rK/,1 + • • • + uj^;)dx 
und folglich nach (ü) 

Indem wir diesen Ausdruck in 
einsetzen, erhalten wir aus 



(x = 2,.-,«) 



die Darstellung 

00 



yix9x 



y.-yi.\^.+ I 2 **^^^i yl"; ^^) ' 



(ir=l,S, 



,*) 



worin u^^ == zu nehmen ist. Die Integration des Differentialsystems 
(T) für n Unbekannte, läßt sich also, wenn ein Lösungssystem bekannt 
ist, auf die Integration eines Differentialsystems für n — 1 Unbekannte 
(lY) und auf Quadraturen zurückführen. 



Zwölfte Vorlesimg. 

FortsetBung der Unteranohiing der DifTerentialBysteme Tom 'Bange 

Sin8. Nachweis der asymptotiBOhen Darstellung für reale poaitiTe 

AnnSheroDg der unabhängigen Variabein an die Unbestimmtheit»- 

stelle und f&r Ann&herung mit beliebigem festen Argument. 

Den in der vorigen Vorlesimg in Aussicht genommenen Nadiweis 
wollen wir der Einfachheit halber nicht an das Di£Ferentialsjstem (A), 
sondern an das System (A") knüpfen« Für dieses System bezw. flir 
das System (A'") (S. 193) st«ht die Existenz eines Losungssystems 

fest, wo 

limCi^=0 
ist, und wo überdies 

gefunden wurde. Wir benutsen nun dieses Lösungssystem zur Reduk- 
tion des Differentialsyst^ms (A^ mit n Unbekamiten auf ein solches 
mit fi — 1 Unbekannten, indem wir den am Schlüsse der yorigen Vor- 
lesung bewiesenen Hilfssatz zur Anwendung bringen. Es sei also 

(1) M_ = — ' — ^ («=t,S, ,«) 

und 

(2) Xx-'^^«+-- + ''--^-« («-«.».••.-) 

das Differentialsystem mit m — 1 Unbekannten, dem die Mj, . . ., u^ ge- 
nügen. Für die Koeffizienten dieses Systems finden wir nach den 
Gleichungen (II), (IV) der yorigen Vorlesung und mit Rücksicht auf 
die Form der Koeffizienten des Differentialsystems (A") (S. 193): 

^in^ fi," flu (a.«=i,^.-..«) 
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WO M 



a+») 



-+-i= + - 



Ax - "äxir^ • X (*i« +•■•)' ^^'°*'*= • ■ ■ •"■•■'*''> 



also 

fix ^ *^1« 

ar •" * ' ' 

(jt=8,8,. .,») 

oder da 

"Ix 



Ix «1 - «X 

ist, 

Das Differentialsystem (2) hat also die folgende Form: 

n 

(3) 7x=(«x-«x)«x+^«.2',,, (-V-.-) 

WO die Tf^ nach Potenzen von x^^ fortschreitende Reihen bedeuten, 
deren absolute Glieder fehlen^ so daß 

limT,, = 0; 

unser Differentialsystem ist also von derselben Beschaffenheit wie das 
Differentialsystem (A"), nur daß an Stelle der in (A") auftretenden 
«1, . . ., a^ die Differenzen «j — Oj, . . ., a^— o^ erscheinen. 

Wir wollen für das System (A"') nachweisen^ daß außer dem Lo- 
sungssystem ^itf ' ' ',^tn ^^^^ n — 1 Lösungssysteme von der Form 
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Torhanden sindy fflr die 

Wir setzen die Richtigkeit unserer Behauptung fOr Differential- 
systeme mit n — 1 Unbekannten voraus und zeigen^ daß sie dann auch 
für Systeme mit n Unbekannten zutrifft. Für n >— 1 ist der in Rede 
stehende Satz nämlich unmittelbar evident. In der Tat folgt fElr 



ohne weiteres 

lim C-0. 

Das Differentialsystem (3) mit n — 1 Unbekannten besitzt der 
Voraussetzung nach n — 1 Integralsysteme von der Form 

lim (?,^=0. 

Von diesen gehen wir vermittels der Formeln (V) der vorigen 
Vorlesung zu n — 1 Lösungssystemen des Differentialsystems {A") über: 

'„-^.(•..+/j'""^(''"+f+-)''«) 

\ OD 

(i, = t, 8, • • • , «; K = 1, «, • • , « ; «o = 1) 

und berechnen zuvörderst das in der Klammer auftretende Integral. 

Die unter dem Integralzeichen stehende Summe hat die fol- 
gende Form: 

hierin sind die durch Punkte • • • bezeichneten Reihen so beschaffen^ 
daß sie mit der p-ten Potenz von — abbrechen und noch Restglieder 
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von der Form — enthalten^ wo für die Funktionen e Ton x, lim « = 

ist Führt man die angedeuteten Divisionen und Multiplikationen durch 
und beachtet^ daß 

isty so erhalt man unter dem Integralzeichen: 

(6) ^<.-<.).^.(|;+...+^'+^), 

worin 

lim Gf^O und sogar lim xG^^ 

ist. um diesen Ausdruck weiter umformen zu können, gehen wir von 
der Identität 

d(^'a:^-0 == [ß + ^) o'^'ixf-'dx 

aus. Indem wir diese Gleichung von oo bis x integrieren, erhalten wir 

X X 

ß fe^'x^'-'^dx + {(S—v) fe(^'af'''-^dx - e/»*a;^-' 
und können nun mit Hilfe dieser Formel die Integrale 

X^ 

durch das Integral 

X 

C^^'-^'x^afi-p-^dx 

00 

ausdrücken. Das von oo bis x genommene Integral des Ausdrucks (5) 
erscheint demnach in der Form: 



X 

+ J€^<'i'<^^x^i'PGidx, 



wo h eine Eonstante bedeutet, oder, wenn wir 

ti(x) = GiX + h 
setzen, in der Form 



^a^^a^^,yj__. -(-...+ J_. j + / ^<'-''^X^i'^^X^{x)dX', 
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ftlr die hierin aoftretende Funktion r^(:c;) besitzt 

lim rf(x) 
jedenfalls einen endlichen Wert. 
Wir setzen nunmehr: 

X 

Hf= e-(«-«.)'a;-<'<+j' re(«<-«.)«|a,-i.-i,;^(g)d|^ 

und wollen zuvörderst nachweisen, daß 

lim J3,. = 
ist. — Führen wir nämlich durch die Gleichung 

ri als neue Integrationsvariable ein, so erhalten wir 

oc 


Nun ist ri positiv; femer können wir annehmen, dafi x größer ist 
als Eins; es ist folglich 

(6,-p- 1) log(l + I) < Jf l0g(l + 1,), 

wo M eine positive Größe bedeutet. Wenn x hinreichend groß ist, 
so wird der absolute Betrag von T^(a;) und a potiori der absolute 
Betrag von t^{x + rf) kleiner sein als eine bestimmte endliche Größe g] 
wir haben also 



|£rj<-^ rg8l(ö,-aO., + Jflog(l + .,)^^. 



da das rechter Hand stehende Integral konvergent ist, so folgt daraus 
in der Tat, daß lim H^^O sein muß. 

Das in dem Ausdrucke für 0^^ in der Klammer auftretende Integral 
(S. 206) hat demnach die Form 

wo 

limZ,= 

ist, wir finden also schließlich für 5^^ 
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mit 

UmC^,-0, 
was zu beweisen war. 

Indem wir dieses für das Differentialsystem (A") erlangte Resultat 
auf das Differentialsystem (A) bezw. (A) (S. 199) übertragen^ können 
wir sagen^ daß für das letztere Differentialsystem die Existenz von n 
Integralsystemen y^^ erwiesen ist^ 

(6) y,^=.e-<'a^.(,(.) + ^+... + ^ + ^«j, 

(i,« = l,2,. ,n) 

fOr die 

limjB,,= 

ist, und wo p eine beliebige, aber feste, positive ganze Zahl bedeutet. 

Wir zeigen jetzt vor allem, daß diese n Integralsysteme eine Inte- 
gralmatrix konstituieren. 

Aus der Darstellung (6) folgt, daß die y^^ in der Form 

(7) y,,^ B^Ja^ie-i'^'i^ 
geschrieben werden können, wo 

Um £,^=0 

ist; wenn einzelne der 6\^J verschwinden sollten, so bewirkt dies in dem 
Ausdrucke des betreffenden j^^, einfach eine Änderung des Exponenten 
p^, auf die folgenden Schlüsse ist dies ohne Einfluß. Übrigens läßt 
sich durch Anwendung einer linearen Transformation auf die 9i,"*9y, 
stets bewirken, daß alle «{5? ^^^ NTuU verschieden ausfallen. — Nehmen 
wir nim an, daß eine Relation der Form 

(8) C,y,,+ C,y,,+ • • • + C,y,,= (x = i,.,-..,.) 

mit konstanten EoefQzienten C^, . . ., (7„ bestünde; dann folgt, indem 
wir diese Relationen mit c^^'x"^^ multiplizieren, und mit Rücksicht 
auf (7) 

n 

(9) Gl afle^^ « +^ C^^f^^"" -«i)'a:^i-e.e**x = 0. 

Zufolge unserer Voraussetzung ist 

9«(«<-«i)<0; 

wenn also x als positive reale Größe ins Unendliche wächst, so kon- 
vergiert c(«<-«i)* gegen die Null, und wir erhalten aus (9) 

Sohlesinger, lineare Differentialgleiohangen. 14 



M 
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Die £^l können nicht sämtlich gleich Null sein, da ja (S. 186) 

und die Determinante | a^^ | von Null verschieden ist. Wir finden also 

Ci =- 0. 
Multipliziert man jetzt die Relation 

mit e'^'x"^ und laßt wieder x ins Unendliche wachsen, so folgt ebenso 

c;=o 

usw.; schließlich ergibt sich, daß alle C^,. . ., C^ in der Relation (8) 
gleich Null sein müssen. Die durch die Formeln (6) gegebenen y^^ 
bilden also in der Tat eine Integralmatrix, und es ist folglich jedes 
Lösu ngssystem ^i; • • '^ y» unseres Differentialsystems in der Form 

(10) »x- ^yix+ ^«yfx+ • • • + C^Vnn (* = !,«,•...•) 

mit konstanten c^, . , .,c^ darstellbar. 

Wir können hieraus sogleich einen Schluß ziehen, der sich auf 
das Verhalten eines beliebigen Lösungssystems bei Annäherung von x 
an den unendlich fernen Punkt bezieht. Wenn nämlich in der Dar- 
stellung (10) des Lösungssystems ^i; • . .; y„ etwa c^, . . ., Cf^^ gleich 
NuU, aber 

ist, so haben wir nach (6) 

Setzen wir 

x^i-k-i ^ X scr 

so folgt mit Rücksicht darauf, daß 



ist, daß 



limjE,,-.0 
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sein mußy und wir finden für y^ die Darstellung 

(11) y, - c,e^i'xOi{s^) +.,. + ^ + ^y 

Jetzt können wir auch ohne Schwierigkeit den Nachweis dafür 
erbringen, daß die durch die Formeln (6) gegebenen y^^ durch die zu 
Anfang der vorigen Vorlesung aufgestellten formalen Reiben (17) (S. 185) 
asymptotisch dargestellt werden. — Die durch die Formeln (6) 
gegebenen y^^ gehören zu der festen ganzen Zahl p. Es sei nun p 
eine ganze Zahl, die größer ist als py und es mögen zu p' die Elemente 
einer Integralmatrix 

(12) y;« - e«.«a^<(«i^^ + . . . + ^_ + ^^ (i,K«i,f....,n) 

in derselben Weise gebildet werden, wie die y^^ ftlr die ganze Zahf^ 
gebildet worden sind; natürlich ist in (12) auch 

lim JB/x^O. 

Denken wir uns dann die y^^ durch die y^^ ausgedrückt^ so ergibt sich 
nach dem Vorhergehenden eine Darstellung von der Form 

y«x= yJx + ^i+iy'^+i.x + • •- + c^ynn> <«-*»^- •.*> 

woraus 

(13) y,.= «-.-a*. (,(0) + . . . + J^ + 1^) 

mit _ 

lim JBf, - 

hervorgeht. Da jetzt die Darstellung (13) für jedes p'>p gültig ist, 
so ist damit im Sinne der in der vorigen Vorlesung aufgestellten De- 
finition in der Tat nachgewiesen, daß die asymptotische Darstellung 

(14) y,^ oo ef'i'afii fe + ^ + • • • in inf.) 

besteht. Hieraus fließt in Verbindung mit den Gleichungen (11) das 
folgende Theorem: 

Wenn für die Wurzeln «i, •••, «^ der charakteristischen 
Gleichung (2) der vorigen Vorlesung die Ungleichungen 

8fl(ai)>8fl(a,)>.-->afl(aJ 

bestehen, so existiert eine Integralmatrix y^^, für die, wenn 

14* 
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X als reale positive Größe dem Unendliehen zastrebt^ die 
asymptotischen Darstellungen 

y,.oo e«/'a:e.(^a(o) + ^«l + _^. + . . . üi inf. j 

bestehen. Ein Integralsystem y^, • • •, y^, das durch die Integral- 
matrix jfiy in der Form 

ausgedrdckt werden kann, besitzt die asymptotische Dar- 
stellung 

/ .(1) .(t) \ 

y.oo c.&'i'ixfii [af) + ^ +\^ -h • • • in inf.j - 

Wenn wir die asymptotischen Reihen (14) in die rechten Seiten 
unseres DifferentiaLsystems (A) einsetzen, so erhalten wir zufolge der 
über das Rechnen mit solchen Reihen aufgestellten Sätze asymptotische 
Darstellungen f&r die Derivierten der y^,. Da die Reihen (14) jedoch 
dem Differentialsysteme formell Genüge leisten, so folgt, daß die Reihen, 
die die Derivierten der y^^ asymptotisch darstellen, durch formelle 
(gliedweise) Differentiation aus den Reihen (14) hervorgehen. Wir 
können also si^en, daß die einem linearen Differentialsysteme 
genügenden asymptotischen Reihen gliedweise differentiiert 
werden dürfen. 

Wir wollen jetzt die unabhängige Variable x mit einem von Null 
verschiedenen Argumente ins Unendliche rücken lassen; es sei 

x = %.e*^'-^\ l = \x\. 
Wenn wir in unser Differentialsystem (A) 

I ab neue unabhängige Variable einführen, so erhalten wir 

In diesem DifferentiaLsysteme vom Range Eins geht die unabhängige 
Variable g wieder als reale positive Größe nach dem unendlichen; 
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wir können folglich das eben ausgesproohene Theorem zur Anwendung 
bringen. Die charakteristische Oleichung lautet jetzt: 

oder 

I «ß -*-.«««- '"'-"^ 1=0; 
ihre Wurzeln sind also 

(16) a,e»l^, . . , «.e»V^' . 

Wir denken uns die c^, . . ., a^ jetzt so geordnet, daß die realen Teile 
der Ghrößen (16) eine abnehmende Folge bilden; sei diese Anordnung 

««!> • • •> «fön- 
Dann haben wir also wieder dieselben semikonvergenten Reihen 

ff'i'Tf^i UJ^J + *^* + • • • in iuf.) 

wie vorhin, und diese Reihen stellen wieder die Elemente einer Inte- 
gralmatrix y\^ asymptotisch dar, wenn x mit dem Argumente B ins Un- 
endliche rückt. Während jedoch das allgemeine Lösungssystem unseres 
Differentialsystems, 

%- Ciy,,+ . • . + c„y„^, (x=i,s,...,») 

wo c^, . . ., c^ willkürliche Eonstanten bedeuten, also c^ + O voraus- 
gesetzt werden kann, für reale positive x durch die Reihen 



qe^i'a^x [hf^ + -^ + . . . in inf.j 



dargestellt wird, lautet die asymptotische Darstellung dieses allgemeinen 
Integralsystems, wenn 

ist, für mit dem Argumente ö behaftete große Werte von x 

. c;e««x*a:^«x(^4?x + -^ + • • • in inf.j . 

Wir sind hiemach imstande, die asymptotische Darstellung eines 
beliebigen IntegraLsystems anzugeben, wenn x mit einem bestimmten 
Argumente B dem Unendlichen zustrebt. Eine Ausnahme bilden die- 
jenigen Argumente ö, für die die realen Teile der Größen (16) nicht 
samtlich voneinander verschieden sind. Auf eine Diskussion dieser 
Ausnahmefälle gehen wir hier nicht ein, ebensowenig wie auf eine 
Diskussion der Fälle, wo die charakteristische Gleichung (2) der vorigen 
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X'orliNuuig mehr&che Wurzeln besitzt.*) Wir bemerken nur noch, daß 
iie ^£uudeu6n a^yniptotisclien Darstellungen nicht nur dann gültig sind, 
^%tftiu die .Vimäherong von x an den unendlich fernen Punkt mit einem 
.vscimmceu Argumente erfolgt^ sondern daß ihre Gültigkeit sich im 
juL^tfUi«^itieu auf einen ganzen Sektor der x- Ebene ausdehnen laßt 
Hierauf bezügliche Untersuchungen, die auf Grund der asymptotischen 
Ufekrsceliuugeu zu Aufschlüssen über das Verhalten der Integrale in der 
^«ui^tui Umgebung der Unbestimmtheitsstelle x^ oo führen, haben 
iv'ioser und Hörn angestelli**) 

«> V^l. in bezug auf diese Fälle Poincar^, Acta Mathem. Bd. 8, S. 896; 
\i<^,:ix. (.Vt^Uen Journal, Bd. 118, S. 257. 

**^ Siebe Kneser, Grelles Journal Bde. 116, S. 178; 117, S. 72; 120, S. 867; 
MaUiom. Auualen Bd. 49, S. 388; Hörn, Matbem. Annalen Bde. 49, S. 468; 60, 
S. :yii>\ veixl. aueb A. Hamburger, Inauguraldissertation, Berlin 1905. 
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DifferentialBysteme mit rationalen Koeffizienten. Der Fuohssohe 
Typua. Differentialayateme n-ter Ordnung und aohleohthin kanoni- 
aohe Differentialsysteme. Bedeutung der Fundamentalaubstitu- 
tionen fOr das Integrationsproblem. Kogredienz. Artbegriff. Klassen- 
begriff. Das Biemannsohe Problem. Das Fundamentallemma. 

Historisches. 

Wir wollen uns jetzt mit der Untersuchung linearer Differential- 
systeme beschäftigen, deren Koeffizienten rationale Fanktionen der un- 
abhängigen Yariabeln sind. Es seien also in 




(A) - ^'^y^^ix (x = l,8,...,n) 



die a^^ rationale Funktionen von Xy femer sei Xq ein regulärer 
Punkt, und 

X 

(1) (y<«)=-JT«,«dx + dj. 

»o 

Wenn wir über das analytische Verhalten der Funktionen y^^ in der 
ganzen Ebene der komplexen Yariabeln x Aufschluß erhalten wollen, 
so müssen wir zunächst die singulären Stellen dieser Funktionen auf- 
zufinden suchen. Bezeichnen wir mit fi^, . . ., a^ diejenigen Punkte, in 
denen irgendeine der rationalen Funktionen a^^ einen Pol besitzt, so 
wissen wir, daß die im Endlichen gelegenen Singularitäten der y^^ nur 
unter diesen Punkten zu suchen sind. Es wird sich dann in erster 
Linie darum handeln, festzustellen, von welcher Art das Verhalten der 
y^y in der Umgebung einer jeden einzelnen der Stellen o^,..., a^ ist. 
Wir werden, allgemein genommen, die folgenden Möglichkeiten ins 
Auge zu fassen haben. 

1. Ein Punkt a, kann so beschaffen sein, daß die y^^ bei einer 
Umkreisung dieses Punktes eine von (d^^) verschiedene Substitution 
(c{5) erfahren; ein solcher Punkt ist dann ein Verzweigungspunkt 
der Integrale. 
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2. Die y^^ können in der Umgebung von z ^ a^ zwar eindeutig 
sein, aber in a, einen Punkt der ünbestimmtbeit besitzen. 

3. Der Punkt a^ kann ein Pol der y^^ sein, A h. die y^^ werden 
in a, wie rationale Funktionen unendlich. 

4. Es kann a, ein außerwesentlich singulärer Punkt sein, d. h. 
die y^^ sind in der Umgebung von a, holomorph, aber die Determinante 
|y,.^| verschwindet in a^ von endlicher ganzzahliger Ordnung. 

In den Fällen 3. und 4. ist der betreffende Punkt sicher kein 
Punkt der Unbestimmtheit; wir können also auf Grund der in der 
neunten und zehnten Vorlesung entwickelten Methoden durch rein alge- 
braische Prozesse entscheiden, ob einer der Punkte 64, . . ., a^ und, wie 
wir gleich hinzufügen können, der Punkt o; =^ 00 in die Kategorie 3. 
oder 4. gehört. — Dagegen läßt es sich im allgemeinen durch alge- 
braische Prozesse nicht feststellen, ob einer der Punkte ai,...,a^ 00 
in die Kategorie 2. gehört, und für die Zugehörigkeit eines dieser 
Punkte zur Kategorie 1. haben wir nur in dem Falle algebraische Kri- 
terien, wenn dieser Punkt kein Punkt der Unbestimmtheit für die In- 
tegrale ist. Ob dieser Fall eintritt, läßt sich, wie %vir wissen, aus dem 
analytischen Verhalten der KoeffiÄienten a^^ in der Umgebung dieses 
Punktes entscheiden. 

Wir werden hiemach, allgemein genommen, dann und nur dann im- 
stande sein, durch algebraische Prozesse über die Zugehörigkeit der 
singulären Punkte a^, . . ., a^, 00 zu einer der aufgestellten vier Kate- 
gorien eine Entscheidung zu treffen, wenn unser Differentialsystem so 
beschaffen ist, daß seine Lösungen überhaupt keinen Punkt der 
Unbestimmtheit besitzen. 

Wir sagen daun, daß das Differentialsystem dem Fuchsschen 
Typus angehört. Für solche Differentialsysteme ist das Auftreten von 
singulären Punkten der zweiten Kategorie ausgeschlossen; wir sind 
demnach in der Lage, zunächst aus der Reihe der Punkte o^, • . ., a^, 00 
die Pole der Integrale und die außerwesentlich singulären Stellen aus- 
zuscheiden, und behalten dann in den übrigbleibenden die wirklichen 
Verzweigungspunkte. 

Wenn wir auf diese Weise für die Differentialsysteme des Fuchs- 
schen Typus die in erster Linie zu lösende Aufgabe erledigt haben, so 
können wir aber gleich noch einen Schritt weiter gehen. Es möge 
sich, und zwar vorerst für ein beliebiges Differentiabystem mit ra- 
tionalen Koeffizienten, herausgestellt haben, daß die Punkte ai,...,a„, 00 
diejenigen sind, in deren Umgebung sich die Integrale verzweigen. Wir 
denken uns dann, den in der fünften Vorlesung eingeführten Fest- 
setzungen und Bezeichnungen gemäß, diese Punkte aus der Ebene aus- 
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geschlossen und erhalten auf diese Weise einen (6 -{- l)-iach zusammen- 
hängenden Bereich T, innerhalb dessen die Integrale den Charakter 
rationaler Funktionen haben , oder wie man sagt, meromorph sind. 
Legen wir dann von 0^, . , ,,a^ nach dem Unendlichen hin die Schnitte 
l^y . , .yl„, so ist in dem so entstehenden einfach zusammenhängenden 
Bereiche T ein Zweigsystem 

X 

(2) - (yJ-(5')/(a.,rf« + *j 

der Integralmatrix (y^^) eindeutig determiniert. Es handelt sich dann 
um die Bestimmung der Fundamentalsubstitutionen, d. h. der 
konstanten Matrizen 



(3) (Ai;))-5,j(a,,d^ + *J, (.=i,s 



.0) 



die das Zweigsystem (y^J erfährt, wenn die unabhängige Variable x 
die Schnitte Z, einmal in der Bichtung vom positiven Ufer nach dem 
negativen Ufer hin überschreitet; s^ bedeutet dabei (vergl. die fünfte 
Vorlesung S. 81, wo die Substitutionen (3) mit (c^'^J) bezeichnet wurden) 
einen von Xq ausgehenden geschlossenen Weg, der den Schnitt Z, einmal 
in der angegebenen Weise passiert, d. h. wie wir sagen wollen, eine 
von Xq aus um a^ herumgelegte einfache Schleife. 

Für ein System des Fuchs sehen Typus, wo also die Punkte 

keine Unbestimmtheitsstellen der Integrale sind, können wir nun durch 
algebraische Prozesse zu jedem dieser Punkte die zugehörige kanoni- 
sche Integralmatrix 

(4) W;>) = (C0(9i;') (.=i.«.....a+i)*) 

herstellen, wo (p^^^) eine Cauchysche Matrix, ((p\]}) eine in der Um- 
gebung von X ^ a^ holomorphe Matrix bedeutet. Die Substitution, die 
(9<*)) und folglich auch (lyj*)) erfahrt, wenn x den Schnitt l^ über- 
schreitet, bezw. für v =- (J + 1 , wenn x einen Umlauf im positiven 
Sinne um den Punkt ^ » 00 vollzieht, können wir dann unmittelbar 
angeben, wir bezeichnen sie mit (©{J)- — Denken wir uns die Integral- 
matrix (y^ J durch die Matrizen (ly^^) dargestellt, so ist 

*) Wir bezeichnen im folgenden den unendlich feinen Punkt oft durch aa+i 
und demgemäß die zu diesem Punkte gehörige kanonische Integralmatrix mit 
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(5) (yj = (c<;))(ijw), (.-M.-..-.!) 

WO die (c<);)) konstante Matrizen mit nicht verschwindender Determinante 
bedeuten; es ist dann 

(6) (AW) = w;>)(«'<;OW;0-^ (-m.- ..> 

und, wenn wir mit (AJ5+^)) die Substitution bezeichnen, die (y^J er- 
föhrt, wenn x den unendlich fernen Punkt im positiven Sinne umkreist, 

(6a) (A(;+«) = (c<",+»)«,^»))(4"/")-^ 

Nun entspricht aber im Sinne der in der fünften Vorlesung ge- 
troflFenen Festsetzungen (vergl. die Figur 3, S. 68) eine Umkreisung 
des Punktes a; = oo im positiven Sinne dem Überschreiten der Schnitte 
hyhy ' ' 'jh ^ ^®^ Richtung vom negativen nach dem positiven Ufer 
hin in der angegebenen Reihenfolge; es ist folglich 

(A(;+i)) = (AW)-»- • • (A(^))-*= ((A<;)) • • • (AU)))-». 
Wir sind demnach für die Systeme des Fuchsschen Typus in 
der Lage, durch elementare Prozesse die kanonischen Formen 
der Fundamentalsubstitutionen 

(A<i>),---,(A(;'), 

nämlich die ((o\'^){y^h^f,<o, und auch die kanonische Form der 
Substitution 

(A(V)-'---(Ai;>)-» = (A(-+»)), 

nämlich (©[^'''^O^ anzugeben. — Damit ist freilich das Problem der 
Auffindung der Fundamentalsubstitutionen auch für die Systeme des 
Fuchsschen Typus noch nicht gelöst, wir haben aber immerhin einen 
wesentlichen Schritt zur Lösung getan, der es gerechtfertigt erscheinen 
läßt, daß wir uns im folgenden vorwiegend mit den Systemen dieses 
Typus, als den am leichtesten zugänglichen, beschäftigen wollen. Diese 
Beschränkung wird sich späterhin noch weiter begründen lassen; wir 
werden auch in der sechzehnten Vorlesung einen Satz aufstellen, der 
die Frage der Bestimmung der Fundamentalsubstitutionen für ein be- 
liebiges Differentialsystem mit rationalen Koeffizienten in gewissem 
Sinne auf die analoge Frage für ein System des Fuchsschen Typus 
zurückzuführen gestattet. — Daß wir die Aufgabe der Bestimmung 
der Fimdamentalsubstitutionen in der Weise in den Vordergrund rücken, 
bedarf jedoch vielleicht selbst noch einiger Rechtfertigung. 

Wir erinnern zu dem Ende an die Methoden, die Riemann für 
die analytische Untersuchung der Fimktionen einer komplexen Variabein 
geschaffen und insbesondere für die algebraischen Funktionen und ihre 
Integrale (Abel sehe Integrale) ausgebildet hat. Es handelt sich bei 
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diesen Methoden im wesentlichen darum^ eine Funktion durch ihr 
qualitatives Verhalten in der Umgebung ihrer singuBren Stellen zu 
definieren. Für eine algebraische Funktion wird die Art^ wie sich 
ihre Zweige bei Umkreisung der Yerzweigungspunkte ineinander fort- 
setzen, durch die sogenannte Riemannsche Fläche gegeben; diese 
Fläche dient auch zur Bestimmung der zugehörigen Ab eischen Inte- 
grale, indem nämlich, wenn der die variable Größe repräsentierende 
Punkt der Riemannschen Fläche geschlossene Wege beschreibt, ein 
solches Integral sich um gewisse Eonstanten (Periodizitätsmoduln) 
vermehrt, die ihrerseits jenes Integral in seiner analytischen Eigenart 
bestimmen. — Riemann geht nun geradezu von einer irgendwie 
gegebenen Riemannschen Fläche aus und untersucht — losgelöst von 
jedem Zusammenhange mit einer bestimmten algebraischen Gleichung 
— einerseits die auf dieser Fläche eindeutigen Funktionen ohne Un- 
bestimmtheitsstellen, andererseits diejenigen Funktionen, die bei ge- 
schlossenen Wegen auf der Fläche sich um gewisse Periodizitätsmo- 
duln vermehren. Die ersteren erweisen sich als algebraische Funk- 
tionen, die letzteren als Abelsche Integrale. Diese Auffassung leitet 
Riemann unmittelbar dazu, die Gesamtheit der zu einer bestimmten 
Riemannschen Fläche gehörigen, d. h. auf ihr eindeutigen Funktionen 
ins Auge zu fassen, er bezeichnet diese Gesamtheit gleichverzweigter 
algebraischer Funktionen als eine Klasse. — Bei einem linearen 
DifFerentialsysteme (A) mit rationalen Koeffizienten*) haben wir, wenn 
wir die Verzweigungspunkte «i, . . ., a^, oo ausgesondert haben, in der 
Fläche T das Analogon der Riemannschen Fläche; die Integralmatrix 
(y^J wird, wenn die Variable x geschlossene Wege in T beschreibt, 
von links her mit konstanten Matrizen (c^J komponiert; diese werden 
als den Periodizitätsmoduln analog aufzufassen sein, wenn wir die In- 
tegralmatrix als Analogon der Ab eischen Integrale (oder auch speziell 
der Integrale rationaler Funktionen) betrachten. Die letztere Auffassung 
entspricht vollständig dem in diesen Vorlesungen gewählten Ausgangs- 
punkte, wonach die Integralmatrix eines linearen Differentialsystems 
für n Unbekannte als die Verallgemeinerung zwar nicht der gewöhn- 
lichen Quadratur selbst, wohl aber des Ausdrucks 

betrachtet werden soUte, auf den sie sich ja auch für n = 1 wirklich 
reduziert. Wir werden also, im Sinne der Methoden Riemanns, zur 

*) Man könnte natürlich anch gleich algebraische Koeffizienten yoraussetzen; 
i?ii beschränken uns aber in diesen Vorlesungen auf den einfacheren Fall ratio- 
naler Koeffizienten. 
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analytischen Charakterisierung unserer Integralmatrix (y^J davon aus- 
zugehen haben ^ daß diese eine Matrix von n^ Funktionen ist^ die die 
alleinigen Verzweigungspunkte a^, . . , a^, oo besitzen, also in der zer- 
schnittenen Fläche f eindeutig sind, und daß diese Matrix die Sub- 
stitutionen (AJ*^) erleidet, wenn die Variable x die Schnitte 

l^ (r=l,f, ..,o) 

überschreitet. — Darin liegt die Bedeutung der Fundamentalsubstitu- 
tionen, und wir können jetzt auch sofort an die Frage herantreten, in- 
wieweit die angegebenen Daten, d. h. also die Verzweigungspunkte 
o^, . . ., a,,, oo und die zu dem ein für allemal fixierten Schnittsysteme 
l^ gehörigen Fundamentalsubstitutionen (A{*^), die Funktionalmatrix (y^^) 
auch wirklich bestimmen. 

Denken wir uns gleich zwei Funktionalmatrizen (y^J und (jbt^J, 
denen diese Daten gemeinsam sind, und für die wir natürlich voraus- 
setzen müssen, daß die Determinanten ly^^l, \^i^^ nicht identisch ver- 
schwinden. Bilden wir dann die Matrix 

(y«x)"'(^.x)'=(0, 

so erfährt diese Matrix beim Überschreiten der Schnitte 2^, . . . {^ keine 
Änderung, die r,.^ sind folglich schlechthin eindeutige Funktionen von x. 
Wir sagen von den beiden Matrizen (y<J, (^iJ, daß sie kogredient 
seien*); kogrediente Matrizen stehen also in der Beziehung 

(7) {'>>.) = (ifjirj. 

Umgekehrt ist aber evident, daß, wenn wir in der Gleichung (7) die r^^ 
als irgendwelche eindeutige Funktionen wählen, deren Determinante 
nicht verschwindet, die durch diese Gleichung definierte Funktional- 
matrix (z^^) mit (y^J kogredient sein wird. Unsere Daten bestimmen 
also, wie wir si^en können, ein System kogredienter Funktionalmatrizen. 
Denken wir uns nun die Matrix der Derivierten der y^^ gebildet, 
dann ist offenbar 

ebenfalls eine Matrix eindeutiger Funktionen von X] die Gleichung (8) 
besagt aber nichts anderes, als daß 

-D,(yJ = (a,.J 

ist, d. h. daß die (y^^) eine Integralmatrix des linearen Differential- 
systems 

^) Yergl. den Begriff der Eogredienz in der Umgebung eines Punktes x^^a^ 
S. 189; die Bezeichnung ist der Invariantentheorie entlehnt. 
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n 

(A) ^-2y^^^' (x=i.2....,«) 

1=1 

mit eindeutigen Koeffizienten konstituieren. Die kogrediente Matrix 
(#iJ bildet dann ebenso eine Integralmatrix des Differentialsystems 

(B) &-2'^A«, 

1=1 
wo die eindeutigen Funktionen b^^ nach der Derivationsregel (lY) der 
zweiten Vorlesung durch die Gleichimg 

(9) (6i.)-(^.)-H«J(»-J + i>«(0 

gegeben sind. Wir werden die Differentialsysteme (A) und (B) 
selbst als kogredient bezeichnen. — Diese Betrachtungen erinnern 
an die zu Beginn der siebenten Vorlesung angestellten Untersuchungen 
über Differentialsysteme usw.^ die zu derselben Art gehören. In der 
Tat können wir^ wenn als Rationalitatsbereich der Bereich aller ein- 
deutigen Funktionen angesehen wird, die Eogredienz als Zugehörigkeit 
zu derselben Art in bezug auf diesen Bereich auffassen. — Dieser Be- 
reich ist aber nicht derjenige, mit dem wir es im Sinne der zu Beginn 
dieser Vorlesung getroffenen Annahme, wonach die Koeffizienten unseres 
Differentialsystems rationale Funktionen von x sein sollten, zu tun 
haben wollen; wir werden vielmehr, um im Bereiche der rationalen 
Funktionen zu verbleiben, den Funktionalmatrizen, die wir betrachten, 
noch die Bedingung auferlegen, daß ihre Elemente keinen Punkt 
der Unbestimmtheit besitzen sollen, wie es für die Integral- 
matrix eines Differentialsystems des Fuchs sehen Typus tatsächlich der 
FaU ist. 

Sehen wir zu, was wir unter dieser Voraussetzung über die Funk- 
tionen r^jj, a^^, b^^ aussi^en können! — Wenn die y,^ keinen Punkt 
der Unbestimmtheit besitzen, so gilt das gleiche auch für die Deter- 
minante \yift\y folglich auch für ihren reziproken Wert und folglich 
auch für die Elemente der inversen Matrix (y,x)"^- Daraus folgt weiter, 
wenn (jsr^J ebenfalls nur Funktionen enthalt, die keinen Punkt der 
Unbestimmtheit aufweisen, daß das gleiche auch für die eindeutigen 
Funktionen r,.^ gilt. Eindeutige Funktionen ohne Punkt der Unbe- 
stimmtheit sind aber notwendig rationale Funktionen von x. Da 
femer auch die Derivierten der y^^, e^^ keinen Punkt der Unbestimmt- 
heit besitzen können, so gilt das gleiche auch für die eindeutigen 
Funktionen a^^, &^^; d. h. unter der jetzt festgehaltenen Voraus- 
setzung sind die a^^, \^y r^,, rationale Funktionen von x. 
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Fixieren wir also als Kaidonalitatsbereicli den Bereich aller ratio- 
nalen Funktionen von x, so können wir sagen, daß die kogredienten 
Fnnktionalmatrizen (y^J, (^<x)> deren Elemente keinen Pnnkt der Un- 
bestimmtheit besitzen, in bezug auf diesen Bereich zu derselben Art 
gehören, und daß jede solche Funktionalmatrix die Integralmatrix eines 
linearen Differentialsystems mit rationalen Eoe£Eizienten des Fuchs- 
schen Typus konstituiert. 

Wir sehen hier aufs neue die Bedeutung des Fuchs sehen Typus 
in schärfster Weise herrortreten, und es eröffnet sich uns zugleich 
eine Perspektive auf diejenigen Probleme, die sich an die Differential- 
systeme dieses Typus anknüpfen lassen. Wir fassen vorerst das f&r 
uns wesentliche Ergebnis der bisher angestellten Erwägungen wie 
folgt zusammen. 

Bedeutet (A) ein Differentialsystem mit rationalen Koeffizienten 
des Fuchs sehen Typus, sind Oj, . . ., a^, cx) die alleinigen Verzweigungs- 
punkte der Lösungen und (Aj^^^) (»«1,2,. ,a) die zu einem bestimmten 
Schnittsysteme I^ , . . . , Z^ gehörigen Fundamentalsubstitutionen der 
Integralmatrix 



(yJ = (^)/(«,.<'^ + *J, 



dann lassen sich die mit (y,.J zu derselben Art gehörigen Funktional- 
matrizen und die mit (A) zu derselben Art gehörigen Differential- 
systeme dadurch charakterisieren, daß man den ersteren die Bedingungen 
auferlegt, mit (y,. J gleich verzweigt, d. h. kogredient zu sein und keinen 
Punkt der Unbestimmtheit zu besitzen, wodurch dann jede solche 
Funktionalmatrix als Integralmatrix eines mit (A) zu derselben Art 
gehörigen Differentialsystemd (das natürlich auch wieder dem Fuchs- 
schen Typus angehören wird) erscheint 

Wir bemerken noch, daß wir im folgenden, wenn von einem 
Differentialsystem schlechthin die Rede sein wird, stets ein solches vom 
Fuchs sehen Typus und, wenn von einer Art die Rede ist, stets den 
Rationalitätsbereich aller rationalen Funktionen im Sinne haben. 

Wir wollen nun zuvörderst eine Art von Differentialaystemen 
genauer zu charakterisieren suchen und namentlich die Invarianten 
der Art aufstellen. 

In bezug auf die letztere Au%abe können wir sofort das Folgende 
aussagen. Die Invarianten einer Art, d. h. die allen Differential- 
systemen einer Art gemeinsamen und für die Art charakteristischen 
Bestimmungsstücke sind einmal die Yerzweigungspunkte Oi, . . ., a^, ^^, 
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das anderemal die zu dem Schnittsysteme li, . . *, l„ gehörigen Fnnda- 
mentalsubstitutionen, die eine Integrälmatrix beim Überschreiten dieser 
Schnitte erfährt. Dabei ist zu bemerken, daß es bei der Betrachtung 
der Differentialsysteme selbst nicht wesentlich ist, die einer be- 
stimmten Integralmatrix entsprechenden Fundamentalsubstitutionen 
anzugeben, daß wir yielmehr die beim Übergange von einer Integräl- 
matrix zu einer andern aufbretende transformierende lineare Substi- 
tution (C|J, deren Elemente willkürliche Konstanten sind,*) als irre- 
levant ansehen können« In diesem Sinne werden also Systeme von Fun- 
damentalsubstitutionen wie 

(A<i>)...., (Ai5) 
und 

(c,x)(A<Ä(c,«)-S...,(0(A(5))(cJ-S 

die auseinander durch Transformation mit einer und derselben will- 
kürlichen linearen Substitution (c^^) hervorgehen, als äquivalent auf- 
zufassen sein. 

Nun hängen aber im allgemeinen die Fundamentalsubstitutionen 
(AJ*^) in sehr transzendenter Weise von den Größen ab, die in den 
Koeffizienten a^^ des Differentialsystems der Art auftreten; es wird also 
wünschenswert sein, neben den Yerzweigungspunkten a^, . . ., a^, au 
die Stelle der Artinvarianten (A[^)) solche Größen setzen zu können, 
die sich aus den Koeffizienten eines Differentialsystems der Art in 
algebraischer Weise zusammensetzen, um dieses Ziel zu erreichen, 
werden wir danach trachten, innerhalb jeder Art ein gewisses eindeutig 
definiertes Differentialsystem aufzustellen, das seinerseits für die Art 
charakteristisch ist, imd dessen Koeffizienten dann unmittelbar als die 
Artinvarianten aufzufassen sein werden. 



Unter den Differentialsystemen des Fuchsschen Typus sind nament- 
lich zwei Formen von besonderer Wichtigkeit, bei denen die Zugehörig- 
keit zu diesem Typus unmittelbar an der Gestalt ihrer Koeffizienten 
erkannt werden kann. Es sind das erstens die linearen Differen- 
tialgleichungen n-ter Ordnung und zweitens die in der Umgebung 
jeder singulären Stelle kanonischen Differentialsysteme, die wir als 
schlechthin kanonische Systeme bezeichnen wollen. 



^ Natfirlich mit der Bedingong, daß die Determin&Dte | e^^ | nicht Yorschwindet. 
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Soll eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung 

dem Fuchs sehen Typus angehören, und sind a^, . . ., a^ die singularen 
Punkte im Endlichen, d. h. die Pole der Koeffizienten, so müssen die 
Koeffizienten p^, " -, Pn ^ ^^^ Umgebung jedes Punktes a^ und ebenso 
auch in der Umgebung von a; = ^^ die charakteristische Form (Q) 
(S. 160) haben, die sich als notwendig und hinreichend daftlr heraus- 
gestellt hat, damit der betreffende Punkt keine ünbestimmtheitsstelle 
der Lösungen sei. Setzen wir also 

(11) (^-«i) • • • (a?-aj - <pW, 

so wird, damit jene Form für jeden der singularen Punkte 04, . . ., a^ 
vorhanden ist, 

sein müssen, wo die G^{x)j G^{x), ..., G^(x) ganze rationale Funk- 
tionen von X bedeuten. Setzt man dann x = -j , führt | in der Diffe- 
rentialgleichung als neue unabhängige Variable ein und setzt die Tat- 
sache in Evidenz, daß der Punkt | =» keine ünbestimmtheitsstelle sein 
soU, so ergibt sich, daß die Produkte 

(Xfp^ (« = l,f,--,ii) 

für hinreichend große Werte von x holomorph, d. h. nach positiven 
ganzen Potenzen von — entwickelbar sein müssen. Daraus folgt aber, 
daß die ganzen Funktionen 

G^{x), G,(x). ..., G^{x) 

bezw. vom Grade r — 1, 2(r — 1), •*• •, n(r— 1) sein müssen; natürlich 
sind diese Zahlen nur obere Schranken für die Gradzahlen, d. h. die 
Gradzahlen dürfen auch kleiner sein. Diese Form der Koeffizienten 
der linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung ist also für die Zu- 
gehörigkeit zum Fuchsschen Typus notwendig und hinreichend. — 
Wir bemerken, daß dieser Satz auch das am bequemsten anwendbare 
Kriterium dafür liefert, ob ein vorgelegtes lineares Differentialsystem 
(A) mit rationalen Koeffizienten zum Fuchsschen Typus gehört. Man 
braucht nämlich nur irgendeine mit (A) zu derselben Art gehörige 
Differentialgleichung n-ter Ordnung aufzustellen, d. h. man setzt (vgl. 
S. 156) 
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(13) ^-yi^ii+-+y,r^i, 

wo die r^i; . . .7 r^i willkürliche rationale Funktionen bedeuten, bildet 
die Ausdrücke: 

n 

und mit Hilfe der so hergestellten Matrix (r^J die Mafaix 

(PJ - (n.)- *(«*x)(n«) + DÄrin) , 
dann ist 

^x= 0, K+hM^" 1? r«=i,«, •,«-!; <+«+i) 

und xr genügt der Differentialgleichung 

<"' £-»..£:>,--»..?.-»..- 0. 

In dieser müssen nun, wenn (A) zum Fuchsschen Typus gehören soll, 
die Koeffizienten die oben ang^ebene Gestalt besiizen; dies ist not- 
wendig und hinreichend. Die r^u . . ., r^^ können passend gewählt 
werden, nur muß man dafür sorgen, dafi die Determinante [r^^l nicht 
identisch verschwindet, ein Fall, der natürlich (vgL die neunte Vor- 
lesung S. 158) nur dann fdr spezielle r^i; ...; r^i eintreten kann, wenn das 
Differentialsystem (A) reduzibel ist. Läßt man in (13) die f^i;.-.;^«! 
willkürliche rationale Funktionen bedeuten, so stellt (14) die allgemeinste 
lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung dar, die mit (A) zu der- 
selben Art gehört. 

Was die schlechthin kanonischen Differentialsysteme anlangt, so 
muß ein solches System so beschaffen sein, daß für seine Koeffizienten 
jeder der im Endlichen gelegenen singulären Punkte o^, . . ., a^ höch- 
stens ein Pol erster Ordnung ist, und daß die Entwicklungen der 

Koeffizienten nach Potenzen von — nur Potenzen von — mit wesent- 

X X 

lieh positiven Exponenten enthalten. Wir erhalten für ein solches 
schlechthin kanonisches System demnach die Form: 



(««!,«,• 



^^^) dx ^y^ 9(x) ' 

wo {p{x) dieselbe Bedeutung hat wie in Gleichung (11), und wo die 
Gi^{x) ganze Funktionen von x sind, deren Grad höchstens der 
(t — l)-te ist. 

Es bietet sich nun die Frage dar, ob jede Art von Differential- 
systemen auch schlechthin kanonische Systeme enthalten muß, d. h. ob, 

Sohlesinger, lineare DifferentUlgliielningen. 16 
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wenn ein DüSTerentialsjstem (A) vorgelegt wird^ das dem Fuchs sehen 
Typus angehört y die Matrix rationaler Funktionen (r^J stets so be- 
stimmt werden kann, daß die Ausdrücke 



n 

(16) '''^^^'' 



Xx 



:(x=i,«,-. ,n) 



einem schlechthin kanonischen Systeme genügen, und daß die Determi- 
nante jr^^l nicht identisch verschwindet? Die Antwort fällt offenbar 
im bejahenden Sinne aus. — Wir denken uns nämlich auf das zum 
Fuchsschen Typus gehörige Differentialsystem die folgende Reihe von 
Transformationen angewandt: 

Zuerst transformieren wir die y^, . . ., y^ so, daß für das transfoiv 
mierte System der Punkt a^ ein Pol erster Ordnung wird; eine solche 
Transformation hat nach den Erörterungen der neunten Vorlesung 
(S. 155) die Form 

n 

(17) y«-2'-^'^(^-«i)''"*i'i' 

X = l 

und sie bewirkt sogar, daß das Differentialsystem, dem die xr^^*), ...,if^(^> 
genügen, im Punkte a^ die Normal form besitzt. Dann transformieren 
wir die z^^^^ . . ., xrj') durch die Gleichungen 

n 

(18) 41) « 2 4*^^ - ^2)'^2M'i 

80, daß das Differentialsystem, dem die z^^^\ . . ., zj^^^ genügen, ia x^a^ 
die Normalform erhält, und fahren so fort, bis die Reihe der singulären 
Punkte «1, . . ., a^ erschöpft ist. Auf das letzte System e^^''^ . . ., sfj^ 
wenden wir dann eine Transformation an, die bewirkt, daß das so resul- 
tierende Differentialsystem, dessen unbekannte wir mit xr^, . . ., jet^ be- 
zeichnen wollen, für a; — oc die Normalform erhält; diese letzte Trans- 
formation hat die Form 

(19) ^<''=2'^^(i)'''""M'«"'^- 

i = i 
In diesen Transformationen (17), (18), . . ., (19) bedeuten die y^^ nicht 
negative ganze Zahlen, die {h[*^) neutrale Matrizen. Wir erkennen hier- 
nach, daß durch die Transformation (18) die Normalform bei % nicht 
alteriert wird, ebensowenig durch die folgende Transformation die 
Normalform bei a^ und o^ usw.; das Differentialsystem für ^i, - » 7 ^n 
besitzt folglich für alle Punkte «i, . • ., «t^ ^ ^^^ Normalform und 
geht offenbar aus dem Differentialsysteme (A) auch durch eine Trans- 
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formation von der Form (16) hervor, wo die r^, rationale Funktionen 
bedeuten, d. h. es gehört mit (A) zu derselben Art. Es kann aber 
vorkommen, daß durch die letzte Transformation (19) der Punkt x^O 
entweder als neuer singularer Punkt eingeführt wird, oder wenn x^O 
schon unter den Punkten a|, . , ., a^ enthalten war, die für diesen 
Punkt bereits erzielte Normalform alteriert wird. Natürlich könnte 

man in (19) an die Stelle von — auch setzen, wo a einen be- 

liebigen, fOr das ursprüngliche Differentialsystem nicht singulären 
Punkt bedeutet und dadurch diesen Punkt a als neue singulare Stelle 
einführen. Es laßt sich dann auch unschwer erreichen, daß das Diffe- 
rentialsystem für xr^, . . .; xr^ in dem Punkte o; » a die Nomialform er- 
hält; wir können also sagen, daß ein jedes Differentialsystem, das zum 
Fuchs sehen Typus gehört, in ein Differentialsystem von derselben Art 
transformiert werden kann, das nicht nur schlechthin kanonisch ist, 
sondern bei jedem seiner singulären Punkte die Normalform besitzt. 

Dieses Resultat hat jedoch insofern etwas Unbefriedigendes, als 
wir im allgemeinen durch unser Verfahren einen neuen singulären 
Ponkt einschmuggeln mußten. In bezug auf diesen steht zwar fest, 
daß er kein Yerzweigungspunkt der Integrale sein kann, sondern ent- 
weder ein Pol oder ein außerwesentlich singulärer Punkt sein muß. 
Es entsteht aber die Frage, ob sich die Einführung eines solchen 
Pimktes nicht vermeiden läßt; ja, wir können sogar noch einen Schritt 
weiter gehen. — Nehmen wir nämlich an, daß für unser Differential- 
system (A) die Punkte 

Ol, ..., a^, oo 

die Verzweigungspunkte, die Punkte 

die Pole der Lösungen, und endlich die Punkte 

c^, . . ., Cy 
die außerwesentlich singulären Pun kte seien. Man kann dann zuvörderst 
diejenigen Differentialsysteme der durch (A) bestimmten Art ins Auge 
fassen, deren Lösungen überhaupt dieselben singulären Punkte besitzen 
wie für (A), d. h. wo nicht nur die Verzweigungspunkte a,., sondern 
auch die Pole h^ dieselben sind wie für (A). Von dieser Gesamtheit 
von Differentialsystemen (bezw. Integralmatrizen) wollen wir nach Bie- 
mann sagen, daß sie mit (A) zu derselben Klasse gehören. Wenn 
wir in den Transformationsgleichungen (16) die r^, ganze rationale 
Funktionen bedeuten lassen, oder auch, wenn wir diese r^^ dHa solche 
rationale Funktionen wählen, die keine anderen Pole haben als diQ 

16* 
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Ponkie a,., b^, so wird das DiiSerenidalsystem, dem die g^y • • v ^n S^ 
nügeiiy offenbar mit (A) zu derselben Klasse gehören. Es wäre auch 
nicht schwierig, die allgemeine Form fOr die rationalen Funktionen r^, 
anzugeben, bei der das Differentialsystem, dem die g^y . . ., g^ genügen, 
mit (A) zu derselben Klasse gehört — Innerhalb einer Klasse 
können also nur noch die außerwesentlich singularen Punkte 
▼ariieren. 

Nun ist es leicht, innerhalb der Art eine solche Klasse Ton Diffe- 
rentialsystemen auszusonderu, die neben den Verzweigungspunkten a^ 
nur noch außerwesentlich singulare Punkte besitzt. Zu diesem Zwecke 
braucht man nämlich nur die ffi, - - ', y„ mit einer ganzen rationalen 
Funktion von der Form 

(x-bj"...{x-b^ro 

zu multiplizieren, wo die Qx, - • , g^ positive ganze Sjahlen bedeuten, 
die nicht kleiner sind als die Ordnungszahl, von der das allgemeine 
Integralsystem des Differentialsystems (A) fcLr den betreffenden Pol 
unendlich wird. Die so bestimmte Klasse bezeichnen wir als die 
Hauptklasse der betreffenden Art. 

Wir können nun fragen, ob es innerhalb der Hauptklasse schlecht- 
hin kanonische Differentialsysteme gibt, und noch weitergehend, ob 
unter den schlechthin kanonischen Differentialsystemen der 
Hauptklasse wohl auch solche vorhanden sind, die überhaupt 
keinen außerwesentlich singularen Punkt aufweisen. 

Ein solches Differentiabystem würde die folgende Form haben: 



du, 
dx 



WO die Qx^^x) ganze rationale Funktionen von nicht höherem als dem 
(<y— l)-ten Ghrade bedeuten, oder, wenn wir uns die rationalen Funk- 
tionen, die das Koeffizientensystem bilden, in Partialbrüche zerlegt 
denken, die Form 

WO die A^^^ jetzt Konstanten bedeuten. Die Existenz solcher Differen- 
tialsysteme innerhalb der Art kann zunächst durch eine Konstanten- 
zählung wahrscheinlich gemacht werden. 

Denken wir uns nämlich wieder die Fundamentalsubstitutionen (A^^>)y 
die die Integralmatrix (y..^) des Differentialsystems (A) beim Überschreiten 
der Schnitte ^9 . • , 2^ erfährt, so ist die Oesamtanzahl der Elemente 
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dieser 6 konstanten Matrizen gleich n^6. Das Differentialsystem (20) 
wird nun sicher mit (A) zn derselben Art gehören, wenn die Integral- 
matrix 

X 

(21) (0-(5')/(2'^/^+d,.) 

an den Schnitten Ij, . . ., i^ dieselben Substitutionen (AJ5) erfährt 
Es sind also, wenn wir dies fordern, r?6 Bedingungen zu erfüllen, 
nämlich die n^6 Gleichungen 

(22) (AW) - «^jf (2'^^dx + d«.); (.-1... ••■«) 

diesen Bedingungen gemäß haben wir die Koeffizienten des Differential- 
systems (20) zu bestimmen, d. h. wir haben die n^6 Gleichungen (22) 
fär die n^6 Partialbruchzahler Ä^^^ ,nach diesen Größen aufzulösen. Da 
die Anzahl der Gleichungen mit der Anzahl der zu bestimmenden 
Größen übereinstimmt, so ist es wahrscheinlich, daß diese Bestimmung 
auch wirklich möglich ist. Natürlich ist durch diese Überlegung erst ein 
Problem formuliert, und zwar ein Problem, das über die oben aufgewor* 
fene Frage, ob es schlechthin kanonische Differentialsysteme der Haupir 
klasse gibt, die keinen außerwesentlich singulären Punkt besitzen, weit 
hinausgeht. — Bei der gedachten Frage sind nämlich die n^6 Elemente 
der Fundamentalsubstitutionen (Aj^^) tou vornherein als die Fundamental- 
substitutionen des Differentialsystems (A) gegeben; die eben vorgenom- 
mene Eonstantenzählung legt aber die Frage nahe, ob sich nicht all- 
gemein die n^6 Partialbruchzahler A^^^ so bestimmen lassen, daß in den 
Gleichungen (22) die Elemente der Matrizen (A|^)) willkürlich vor- 
geschriebene Ghrößen sind. — Wenn es gelingt, auf diese letztere 
Frage eine bejahende Antwort zu erlangen, so ist damit offenbar auch 
die frühere Frage im bejahenden Sinne entschieden. Wir werden nun 
gleich jene allgemeine Frage behandeln, d. h. also uns mit dem fol- 
genden Probleme beschäftigen: 

Es seien 6 Punkte 64, . . ., a„ willkürlich gegeben; wir 
legen die Schnitte (o^, 00), (oj, 00), . . ., (a^, 00) und fragen, ob 
sich die Partialbruchzahler J.|^) des schlechthin kanonischen 
Differentialsystems (20) so bestimmen lassen, daß die in der 
zerschnittenen Fläche T eindeutig festgelegte Integral- 
matrix (21) die willkürlich vorgeschriebenen Fundamental- 
substitutionen {N^^J) (»»1,9,-, <7) erleidet, wenn die unabhängige 
Variable z die Schnitte (a,, 00) überschreitet. 
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Wir bezeichnen diese Aufgabe als das Riemannsche Problem. 

Um aD dieses Problem herantreten zu können, müssen wir Einsicht 
zu gewinnen suchen in die Art und Weise, wie die Elemente der 
Fundamentalsubstitutionen eines Differentialsystems Ton der Form (20) 
▼on den singularen Punkten o^, . . ., a^ einerseits, und Ton den Partial- 
bruchzahlem Ä[*^ andererseits abhängen. Der Untersuchung dieser 
Abhängigkeit wird ein wesentlicher Teil der nachfolgenden Betrachtungen 
gewidmet sein. 

Zunächst bemerken wir, daß wir in zwei einfcM^hen Fallen die 
Lösung des Riemannschen Problems sofort angeben können; es sind 
das die Fälle 

I. n beliebig, <y =• 1 , 

II. n = 1, 6 beliebig. 

Im Falle I. sei a^=^ a und (A^ J die Torgeschriebene Fundamental- 
substitution. Wir denken uns (A^J auf die kanonische Form trans- 
formiert: 

(23) (B,J(A,J(B,J-'=(a,,,); 

dann können wir nach den Ergebnissen der achten Vorlesung ein 
Cauchjsches System 

(24) 'i-2^^J'^a *'-•*•-> 

herstellen, das eine explizite angebbare Integralmatriz (t)^^) besitzt, die 
bei Umkreisung Ton x ^ a im positiven Sinne die Substitution (o^ J 
erfährt. Die Integralmatrix 

(j,x) = (B,,)-Ht)*x)l 

erfährt dann bei demselben Umlaufe die Substitution (A^ J. Setzen 
wir nun 

wo Xq irgendeinen von a verschiedenen endlichen Wert von x bedeutet, 
so befriedigt die Funktionalmatrix 

das Differentialsystem 

wo nach der Regel (V) der zweiten Vorlesung 

(^«) = (j'„)-*(ft«)(j'*,) 



(X=l,«, •.,11) 
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ist, und da (a^^) sich fftr x^ x^ auf (d^ J reduziert und überdies bei 
Umkreisung des Punktes a die Substitution (AgJ erfahrt, so löst das 
Differentialsystem (25) unser Problem. — Da die Matrix {fi^^ noch ge- 
wisse willkürlich wählbare ganze Zahlen enthalt^ so gibt es unendlich 
viele Lösungen*, eine Lösung wird eindeutig festgelegt sein, wenn wir 
über jene ganzen Zahlen in bestimmter Weise disponieren. 

Im Falle II handelt es sich darum, in der Differentialgleichung 



du 

dx 



-2 



^i ^-^ 



die A^,...yAg so zu bestimmen, daß die Lösung u sich beim Über- 
schreiten der Schnitte (a,, od) =» l^ mit den vorgesäiriebenen konstanten 
Faktoren Ay(»' = i, «,•,'') mxdtipliziert. Da in diesem Falle 

M = c • (rr — fli)^* • • • (a? — a^" 

gefunden wird, wo c eine willkürliche Integrationskonstante bedeutet^ 
haben wir die A^ so zu bestimmen, daß 

f^^ ^ ^nV^Ay (» = 1,1,- -ya) 

wird, es ist also 

A log A» 



Wir sehen auch hier, wie im Falle I, daß die A^ noch auf un- 
endlich viele Weisen den Bedingungen des Problems gemäß gewählt 
werden können und eindeutig festgelegt sind, wenn wir die Determi- 
nationen der log A,,, d. h. die Exponenten angeben, zu denen die Lö- 
sung u bei jedem der singulären Punkte o^, . . ., a^ gehören solL 

Wir lernen aus diesen beiden Beispielen, daß die Frage, die wir 
mit dem Riemannschen Probleme aufgeworfen haben, noch keine ein- 
deutig bestimmte Antwort zulassen wird, daß wir vielmehr noch über 
die determinierenden Matrizen des Systems (20) für die einzelnen 
singulären Punkte a, werden disponieren können; natürlich in der 
Weise, daß diese determinierenden Matrizen mit den Fundamentalglei- 
chungen der vorgeschriebenen Substitutionen (A^/J) in Übereinstim- 
mung sind. 

Wir wollen nun einige einfache Sätze über Systeme von der Form 
(20) ableiten, die uns gleich eine gewisse Einsicht in die Natur der 
zu lösenden Aufgabe verschaffen werden. 

Für das schlechthin kanonische System (20) wollen wir die 
Voraussetzung machen, daß es in der Umgebung jedes singulären 
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Punktes die Normalform habe. Diese Voraussetzung wird z. B. stets 
erfUlt sein^ wenn die Wurzeln der Besiduen^idrangen 

(26) |^(;)-*,,r|-0, (.-i.t,-..a) 

«, jr«l,f,...,i.) 

die zu den im Endlichen gelegenen singularen Punkten gehören ^ und 
ebenso die Wurzeln der za x =^ oo gehörigen Besiduen^eichung 

(27) ^(;+»)-d,,r|-0, 

(*,X = 1,»,- ,1.) 

wo 

(28) A<;+«=-^^<;' 

gesetzt wurde, voneinander verschieden sind und sich auch nicht um 
ganze Sjahlen unterscheiden. Wir bemerken gleich, daß wir, um alge- 
braische Komplikationen zu vermeiden, uns im folgenden zumeist auf 
die Betrachtung solcher DüSerentialsysteme von der Form (20) be- 
schränken werden, fBr die diese letzteren Bedingungen erf&llt sind, wo 
also die Gleichungen (26), (27) direkt die determinierenden Fundamen- 
talgleichungen sind und die determinierenden Matrizen in ihrer kano- 
nischen Form nur Diagonalglieder enthalten. 

Zunächst gilt ganz allgemein die folgende Bemerkung. — Be- 
zeichnen wir mit f<^\ . . ., ri") die Wurzeln der Gleichung (26), mit 
f^^'+i), . . ., f{f +1) die der Gleichung (27), so ist 

n n 

wir haben also mit Rücksicht auf die Gleichung (28) die sogenannte 
Fuchssche Relation zwischen den Wurzeln aller determinierenden 
Fundamentalgleichungen : 

a + l n 

(29) 22*^''^- 



Wir betrachten jetzt weiter ein Differentialsystem 

(««1,8,. .,■) 



fe_V.. V Jf- 



2 = 1 y = l "^ "^ F 

von derselben Form wie das System (20) und wollen annehmen, daß 
dieses Differentialsystem 

1. mit (20) zu derselben Klasse gehört, 

2. daß die Integralmatrix (r, J von (30), die sich fftr a: — a^ auf 
{^^^ reduziert^ beim Übmchreiten der Schnitte kf-vh dieselbeA 
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Substitutionen erfährt wie die Integralmatrix (u^ J von (30)^ die eben- 
falls in X ^ Xq gleich der Einheitsmatrix (d^ J wird, 

3. daß f&r jeden der singulären Punkte o^, . . .; a^, oo die deter- 
minierenden Matrizen der Systeme (20) und (30) einander ähnlich 
sind, also in ihrer kanonischen Form übereinstimmen. 

Es ist dann jedenfalls 

(31) (f.,)-(«,,)(0, 

WO (r^J eine Matrix rationaler Funktionen von x bedeutet. 

Der Einfachheit wegen beschiunken wir uns bei den weiteren 
Schlüssen auf den Fall, wo die Residuengleichungen (26), (27) lauter 
einfache Wurzeln haben, die auch keine ganzzahligen Differenzen auf- 
weisen, d. h., wie wir auch sagen können, auf den Fall, wo die zu 
den Substitutionen 

(AW),...(A(^)), (A(;+«) 

gehörigen Fundamentalgleichungen lauter ein&che Wurzeln haben. 
Die kfmonische Form der zu dem Punkte rr » a, gehörigen determi- 
nierenden Matrix lautet dann für die Systeme (20), (30) einfach 

^ri") . . 
rf ) . . 



.0 0.. 

Denken wir uns für die Systeme (20) und (30) die zu den ein- 
zelnen singulären Punkten gehörigen kanonischen Integralmatrizen auf- 
gestellt, so haben diese für das System (20) die Form 

(32) {{X - a^'i'Vi?), (r = l,2,....a+l) 

wo die 9>|^) in der Umgebung Ton x ^ a^ holomorphe Funktionen be- 
deuten, deren Determinante 1 9}^) | in o; — a, nicht verschwindet. Zufolge 
der Voraussetzung 3. lauten die kanonischen Integralmatrizen für das 
System (30) 

(33) {ix - a/i'VjiO (.=i,«....,a+i) 

wo auch die ^J^^ in der Umgebung von a: — a^ holomorph sind. — 
Wenn dann die Integralmatrix (u^J von (20) mit den kanonischen 
Integralmatrizen (32) durch die Gleichungen 

(34) (u, J - (c(;))((a; - a;tV;i) (^«»•«- •-+^) 
verknüpft ist, so lauten die Darstellungen der Integralmatrix (v^^) von 
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(30) durch die kanoniflchen Integndmatrizen (33) zufolge der Voraus* 
Setzung 2. ebenfalls 

(35) (O = (c<;)K(^ - «.>^''y?)- (-!.».••.-+« 

Aus der Gleichung (31) folgt 

wir finden demnach mit Rücksicht auf (34), (35) in der Umgebung 
▼on X ^ a^ för (r^ J die Darstellung 

Nun sind die Elemente der Matrix (^^i^O'S ^^ ^® Determinante i9>{^M 
im Punkte a^ einen von Null verschiedenen Wert hat, in der Um- 
gebung von X ^ a^ holomorph, das gleiche gilt folglich von den Ele- 
menten der Matrix (r^J. Die rationalen Funktionen r^. können aber 
keinen von a^, . . ., a„, oc verschiedenen singularen Punkt haben; denn 
bedeutet x einen regulären Punkt fBr das DiiSerentialsystem (20), so 
ist in diesem Pimkte die Determinante der Integralmatrix («^ J endlidi 
und von Null verschieden, die Elemente der Matrix (w<,)"^ sind folglich 
in der Umgebung von x holomorph, also gilt das gleiche von den r^^. 
Die r^y sind demnach in der Umgebung eines jeden endlichen or-Wertes 
und ebenso in der Umgebung von x == oo holomorph, sie reduzieren sich 
also auf einfache Konstanten. — Um die Werte dieser Eonstanten 
zu bestimmen, brauchen wir jetzt nur noch in der Gleichung (31) f&r 
X den Wert Xq einzusetzen, dann ergibt sich nämlich, daß (r^^) mit der 
Einheitsmatrix (d^J übereinstimmt. Es ist folglich (r^J mit (w^J 
identisch, und daraus folgt weiter die Identität der Differentialsysteme 
(20) und (30). 

Das Differentialsystem (20) ist also durch die Wurzeln 
seiner determinierenden Fundamentalgleichungen und durch 
den Punkt a;^ innerhalb der Hauptklasse eindeutig festgelegt. 

Dieser Satz, den wir als das Fundamentallemma unserer 
Theorie bezeichnen wollen, lautet im allgemeinsten Falle, wo der Beweis 
auf ähnliche Weise geführt werden kann, wie folgt: 

Das schlechthin kanonische Differentialsystem (20), das 
in der Umgebung jeder singularen Stelle die Normalform 
hat und keinen außerwesentlich singularen Punkt besitzt, 
für das überdies diejenige Integralmatrix (u^J; die sich 
für X -=- Xq auf die Einheitsmatrix (d^J reduziert, beim 
Überschreiten der Schnitte 2j,..., 2„ die Substitutionen 
(A{y), . . ., (A{j)) erfährt, ist durch Festlegung der kanonischen 
Formen der zu den Punkten a^, . . ., a^,, oo gehörigen deter- 
minierenden Matrizen eindeutig bestimmt. 
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Auf Grund dieses Satzes können wir nonmehr die Koeffizienten 
eines solchen Differentialsystems (20) , d. h. genauer die singulären 
Punkte d^y , , , a„ einerseits^ und die Residuenmatrizen {Ä\*J) andrer- 
seitSy als die Invarianten der Art auffassen^ die durch jenes Diffe- 
rentialsjstem bestimmt ist. Damit ist die Aufgabe, die Artinvarianten 
allgemein so festzulegen, daß sie sich aus den Koeffizienten eines 
gegebenen Differentialsystems (A) vom Fuchsschen Typus alge- 
braisch zusammensetzen, darauf zurückgeführt, innerhalb der Hauptklasse 
schlechthin kanonische Differentialsysteme ohne außerwesentlich singu- 
lare Punkte zu konstruieren, die in der Umgebung eines jeden singu- 
lären Punktes die Normalform besitzen. Diese Aufgabe ist rein alge- 
braischer Natur, wir sehen aber von einer algebraischen Behandlung 
ab, da wir die in Bede stehende Aufgabe dem Biemannschen Pro- 
bleme untergeordnet haben und eine Lösimg dieses Problems, d. h. 
genauer, einen Beweis für seine Lösbarkeit zu geben beabsichtigen. 
Sehen wir nun zu, was wir durch unser Fundamentallemma für diese 
unsere Frage gewonnen haben; wir werden dabei auch noch in Evidenz 
setzen können, was ims zu tun noch übrig bleibt. 

Es seien also die singulären Punkte a^,..., a„ ihrer Lage nach 
vorgeschrieben und die Fundamentalsubstitutionen 

(A<i>),...(Ai°)) 

willkürlich gegeben. Wir wollen der Einfachheit wegen annehmen, 
daß die Wurzeln a}i^\ . . ., co^^ der Fundamentalgleichungen 

(36) |Ai$~lJ,,Q)| = (r = 1.2.-..,a) 

und auch die Wurzeln 0^*'+^), . . ., a}Jj+^> der zu der Substitution 
(37J (A<"«|^))-=(A(i))-»---(AJs;))-' 

gehörigen Fundamentalgleichung 

(38) |AJ;+^)-*,^cd! = 

(<,x = l,«,...,n) 

voneinander verschieden sind. — Die Aufgabe besteht darin, die Re- 
siduenmatrizen {Ä[*^) in dem Differentialsysteme (20) so zu bestimmen, 
daß die Integralmatrix 

die Substitutionen (AJJ) erfährt, wenn x die Schnitte l^ überschreitet. 
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Diese Aufgabe spaltet sich nun zuvorderst in einen Reichte n^ und 
einen schwierigen^ Teil Denken wir uns nämlich die 

in die Form 

(40) (AW) = (B(;))-»(*,.a>W)(B(;)) (.=1.»... .«+!) 

gesetzt, und entsprechend die Besiduenmatrizen (-4}J) (r=i,«,...,ff+i), wo 

(41) (^ir") = -2'(^i2) 

ist; in die Form: 

(42) (^w) =- m^r\s,y:^)(m. (->.».-."■») 

so besteht der leichtere" Teil unserer Au%abe darin ^ die rj^") passend 
zu wählen. Dies kann noch auf mannigfEu^he Weise geschehen; wir 
nehmen nämlich 

/JON log oaf^^ 

fixieren für irgendwelche n(<y + 1) — 1 der auftretenden Logarithmen die 
zu wählende Determination in ganz beliebiger Weise und dann 
f&r den n{ö + l)-ten Logarithmus so^ daß die Fuchssche Relation (29) 
befriedigt wird. Der schwierigere" Teil besteht dann darin, die 6 
transformierenden Matrizen 

(44) (£<;)), ••.(^";) 

so zu bestimmen, daß sie im Sinne unseres Problems den 6 transfor- 
mierenden Matrizen 
(45) (B<«),...,(B(;)) 

entsprechen. Dabei ist zu bemerken, daß in einer solchen transfor- 
mierenden Matrix nicht alle n' Elemente, sondern nur n*—n Elemente 
wesentlich sind, indem nämlich jede Zeile einer solchen Matrix noch mit 
einem willkürlichen Faktor multipliziert werden kann. Femer haben 
die Matrizen (45) noch die Bedingungen zu erfüllen, daß die Wurzeln 
der Gleichung (38) mit den Größen 0^^+^), . . ., cdJ{'+^) übereinstimmen 
müssen, und ebenso die Matrizen (44) die Bedingungen, daß die Glei- 
chung (27) durch f^^-^^\ . . ., rjj'+^) befriedigt wird. Beidemal reduziert 
sich die Anzahl der Bedingungen auf n — 1, da zufolge der Relationen 
(87) bezw. (41) 



7TfJ<'-i' 



»sl y«l 
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21"^ 



ist In diesem Sinne repräsentiert also jedes der Schemata (44), (45) 

JV-n«<y-«(<y + l) + l 

voneinander unabhängige Elemente. Die zu lösende Aa%abe kommt 
also darauf hinaus, zu zeigen, daß einem beliebigen Wertesystem der 
N Elemente (45) stets ein Wertesystem der N Elemente (44) entspricht. 
Über die gegenseitige Beziehung zwischen diesen beiden Systemen von 
je N Elementen wissen wir bis jetzt das Folgende: 

I. Einem jeden Wertesysteme der N Elemente (44) entspricht ein 
Wertesystem der N Elemente (45), indem ja f&r jedes Differentialsystem 
(20) ein bestimmtes System von Fundamentalsubstitutionen vorhanden 
ist, das zu den Schnitten 2|,..., 2^ und zu der Integralmatrix (u^J 
gehört 

n. Zufolge unseres Fundamentallemmas [kann zu einem Werte- 
systeme der N Elemente (45) nicht mehr als ein Wertesystem der N 
Elemente (44) gehören. 

Es handelt sich jetzt darum, tiefere Einsicht in die analytische 
Natur der Beziehung zwischen den beiden Systemen von N Elementen 
(44), (45) zu gewinnen, die in Verbindung mit den Resultaten I und 
n die Lösung der gedachten Aufgabe ermöglichen solL 

Ehe wir auf diese Untersuchungen eingehen, machen wir noch 
einige historische Angaben zu der in dieser Vorlesung behandelten 
Materie. 

Die linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung, deren Integrale 
keinen Punkt der Unbestimmtheit besitzen, hat Fuchs in seiner Ab- 
handlung vom Jahre 1865 zuerst aufgestellt und untersucht. Die 
schlechthin kanonischen Systeme finden sich wohl zuerst bei Poincare;*) 
eine eingehendere Behandlung dieser Systeme gibt L.Koenigsberger.**) 
Eine spezielle Differentialgleichung vom Fuchsschen Typus, nämlich 
die Differentialgleichung zweiter Chrdnung mit drei singulären Punkten 
hatte Riemann schon im Jahre 1857 mit Hilfe der ihm eigentüm- 
lichen analytischen Methoden untersucht.'*'''^) In einem aus demselben 
Jahre stammenden Fragmente, das aber erst im Jahre 1876 in der 
ersten Ausgabe von Riemanns Werken aus dem Nachlasse Riemanns 

*) Acta mathematica, Bd. lY (18S4), S. 216. 

**) Lehrbuch der Theorie der Differentialgleiobongen (Teübner, 1889) S. 468 ff. 
***) Beiträge rar Theorie der durch die Gau fische Reihe F(a, ft y, x) d»r- 
Btellbaren Funktionen; Werke (II. Aufl.) S. 67 ff. 
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▼eröffentlicht worden ist*), entwickelt Riemann seinerseits einige 
Eigenschaften der Funktionssysteme, die linearen Differentialgleichungen 
des Fnchsschen Typus genügen, indem er daTon ausgeht, daß diese 
Fnnktionssysteme bei der Umkreisung der singularen Punkte a, 6, . . ^ ^ 
gewisse lineare Substitutionen (A), {B), . . ., ( (?) erleiden und an keiner 
Stelle Ton ,,unendlich hoher Ordnung unendlich werden'^, d. h. in 
unserer Terminologie, keinen Punkt der Unbestimmtheit besitzen. 
Einen Existenzbeweis für solche Fnnktionssysteme bei willkürlidi vor- 
geschriebenen singularen Punkten (lyb^ . . .^g und willkürlich gegebenen 
Substitutionen iA)^ {B), . . . {(x) hat Riemann nicht erbracht Ein 
solcher wird offenbar mit dem Beweise der Lösbarkeit der von uns als 
Riemannsches Problem bezeichneten Aufgabe geliefert sein. In jenem 
Riemannschen Fragmente findet sich auch der Klassenbegrif^ 
wahrend der Artbegriff für einen Rationalitatsbereich algebraischer 
Funktionen von x von Poincare eingeführt worden ist.**) 

^ Zwei aUgemeine Lehrsätze über lineare Differentialgleichangen mit alge- 
braischen Koeffizienten; ebenda, S. 379 ff. 
•^ AcU mathem. Bd. V riS86), S. 212. 
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Abhängigkeit der Lösungen linearer Differentialsysteme von einem 
Parameter. Ein Satz von Poinoarö und seine Verallgemeinerung. 
Anwendung auf sohleohthin kanonisohe Systeme. Diskussion ge- 
wisser Systeme von ganzen transzendenten Funktionen. Formelle 
Aufstellung der parametrisohen Normalreihen. Charakteristisohe 
Gleiohung. Beweis eines Lemmas. Asymptotisohe Darstellung der 
Integrale fdr große Werte des Parameters duroh die parametrisohen 

Normalreihen. 

Wir werden in dieser Vorlesung die Lösungen eines linearen Diffe- 
rentialsystems in ihrer Abhängigkeit von einem in den Koeffizienten 
auftretenden veränderlichen Parameter zu untersuchen haben. Diese 
Abhängigkeit wird durch zwei Momente bestimmt. Erstens durch die 
Art und Weise^ wie jener Parameter in die Koeffizienten der Differen- 
tialgleichungen eingeht^ zweitens aber dadurch, wie die Anfangsbe- 
dingungen des zu betrachtenden Lösungssystems von dem Parameter 
abhängen. Was jenes zweite Moment anlangt, so werden wir uns in 
vielen Fällen darauf beschränken können, die Anfangsbedingungen als 
von jenem Parameter völlig unabhängige Größen vorauszusetzen, 
andererseits wird aber auch der Fall zu untersuchen sein, wo ein Pa- 
rameter in den Koeffizienten selbst überhaupt nicht auftritt, sondern 
nur dadurch eingeführt wird, daß die Anfangsbedingungen eines Lösungs- 
systems Funktionen desselben sind. 

Wir betrachten ein Differentialsystem 

(A) ^-^* = Vy^a;i^, (X=l,2,. •.«) 

dessen Koeffizienten a^^ in einem einfach zusammenhängenden Be- 
reiche S der ic-Ebene holomorphe Funktionen von x sind, und die 
überdies ganze rationale Funktionen eines veränderlichen Parameters 
ft sein mögen. Es sei x^ ein von ft unabhängiger fester Wert; dann 
können wir die Litegralmatrix 
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X 

die sich ^m x ^ x^ auf ( j^ J reduziert^ nach der Methode der 
Approximationen (siehe die dritte Vorlesung) durch die innerhalb S 
gleichmaßig konyergenten Reihen 

(2) (y.J-2«*) 

rrrO 

darstellen, wo (vergL S. 45) die (ii{^^) durch die Gleichungen 



(3) 



X 

(-(J))=y(ajd«, 



werden; die auftretenden Integrale sind auf Wegen sa er- 
strecken, die ganz innerhalb des Bereiches S TeriaufiBn. 

Aus der Voransselzung, daß die a^, ganze rationale Funktionen 
Ton ^ sein soUen, folgt nun, daß auch die ti<2 gvu» rationale Funk- 
tionen Ton fft sind. 

Da die Reihen (2) f&r jeden endlichen Weit Ton fi unbedingt and 
gleichmäßig konTergieroi^), solange x innerhalb des Bereidies 8 ge- 
legen ist, so können wir diese Reihen nach Potenzen ron |i ordnen 
und erhalten auf diese Weise die jf^, in der Form 

(4) (3r.;.-(^2j^5M') 

ak bestandig kouTergente, gewöhnliche Potenzreihen Ton f^ dag gMdaJH 
Die jfj. sind also ganze transzendente Funktionen des Para- 
meters f».**) 

Wir betrachten jetzt den allgemeineren Fall, wo die c^, in 
gewissen tou x unabhängigen Umgebung Ton ^ — oo, etwa f&r 

(5) ^ >Ä, 



^ Den Beweil biezfor erhriiigen wir weiter natea 
■imiit 11111^,1 n über den Charakter der Koefludenftai ab FimkftMaea tob ^ 

**:> Poiaeare, Acta Mathem. Bd. IT (1894), a HS: req;^ P. GAntker, 
Cxelka JoiiZBal Bd. 107 ISSS^, S. 31S. 
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wo also R von x unabhängig ist, in der Form 

(6) a„-^«(aW + ^ + ^?+...mmf.) 

entwickelbar sind; t bedeutet eine positive ganze ZahL Es sei dann 
(y^y) eine Integralmatrix von (A), die sich fBr den von (i unabhängigen 
Wert X ^ Xq auf die (von x unabhängige) Matrix 

(7) (Vi.k-O'J 

reduziert, wo die y^^ in der durch die Ungleichung (5) dargestellten 
Umgebung Ton f& » oo in der Form 

(8) (yJ-f»^(y<? + f- + 9+.-mmf.), 

Je eine positive ganze Zahl, entwickelbar sind. Wir haben 



(Jfj - (rj • {8)j\a,,dx+d,,), 



tlao, da 



(9) (S)r(a,Jx + «„) - ^,. + 2 ("^«^ 



«b 



isty 



(10) (y J =- (yJ + (yJ2 W5)- 



Wenn x in dem Bereiche 8 gelegen ist und (i sich innerhalb 
eines Ereisringes 

(11) R<mod^<R' 

befindet, wo U < U' < U" ist^ so liegen die a,^ dem absoluten Betrage 
nach unterhalb einer angebbaren endlichen Grenze N, 

(12) moda,,<iV: 

Bedeutet dann s eine positive Größe, die so beschaffen ist, daß 
man von Xq aus zu jedem Punkte des Bereiches 8 auf einem ganz 
innerhalb S befindlichen Wege gelangen kann, dessen Länge nicht größer 
ist ab s, so ist nach den Gleichungen (3) 

Sohleiinger, linMue DtlferentUIgleiohiingeii. 16 
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mod«|V<^^.f, 



(13) 



modi.<«<«.V»ji, 



die Reihen 

(14) J'«i;> 

sind demnach, wenn x innerhalb S xmd (i in dem Ereinringe (11) ge- 
legen ist^ unbedingt und gleichmäßig konvergent Nnn ist offenbar 

wo die ^5 nach positiven ganzen Potenzen von — fortschreitende 

Reihen bedeuten, die f&r mod fi> B konvergieren und deren Koeffi- 
zienten innerhalb S holomorphe Funktionen von x sind. Denken wir 
uns also die Reihen (14) nach Potenzen von fi geordnet, so erscheinen 
diese, allgemein genommen, als Laurentsche Reihen, die unendlich viele 
positive und unendlich viele negative Potenzen von jü enthalten und 
die in dem Bereiche (11) gleichmäßig konvei^eren, wie groß auch R^' 
und wie nahe auch 12' an 22 gewählt werden mag. Die Glei- 
chungen (10) ergeben folglich 

(15) (y'«)-(^^yi'>') 

und diese Reihen konvergieren für jeden endlichen Wert von 
/i, dessen absoluter Betrag größer ist als R.^) 

In dem besonderen Falle, wo r = 0, /: = ist, fallen in den 
Reihen (14) und (15) die Potenzen von |ii, deren Exponenten positive 
Zahlen sind, weg; d. h. wenn die Koeffizienten des Differential- 
systems in der Umgebung von /i = oc holomorph sind, so 
sind auch die Elemente einer Integralmatrix (jfi^, deren An- 
fangswerte (y^J im Punkte Xq in der Umgebung von fi — (x> 
holomorph sind, für jeden im Bereiche S befindlichen a:-Wert 
in der Umgebung von f* = cx> holomorph, also nach positiven 

ganzen Potenzen von — entwickelbar. 

Wenn die Koeffizienten a^^ des Differentialsystems von mehreren 

*) Uorn, Mathem. Annalen Bd. 62(1898), S. 848. 
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Parametern f^i^ . • .> |üp abhangen, und wenn bekannt ist, daß die a^^ 
in der Umgebung der Stelle /il = /ii®^ .., /*, — |i*?^ x=^Xq holomorphe 
Funktionen der p + 1 Yeranderlidien iii, -•-f l^p, x sind, so liegen die 
a^^ innerhalb dieser Umgebung dem absoluten Betrage nach unter 
einer endlichen Ghrenze. Die Reihen, durch die die Elemente der 
Integralmatrix (1) nach der Methode der sukzessiven Approximationen 
dargestellt werden, konvergieren folglich in jener Umgebung unbedingt 
und gleichmäßig. Wenn also die Werte y^^, die die y^^ im Punkte Xq 
annehmen, in der Umgebung von ii^ » iif\ * - -y y^p^ /4^^ holomorphe 
Funktionen von fi^, . . ., fk^ sind, so sind die y^^ selbst in der 
Umgebung der Stelle ^ — iif^\ . . ., jm-^— f*J?>, x^ Xq holomorphe 
Funktionen der p + 1 Variabein /iti, . . ., fi-^, x. 



Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wenden wir uns dem Falle 
zu, wo die Eoefißzienten des Differentialsystems (A) rationale Funk- 
tionen von X sind. 

Bezeichnen wir die Pole der rationalen Funktionen a^^ mit 

und denken wir uns die a^^ in Partialbrüche zerlegt, so ist 

2,... 

die in a^^ auftretenden Parameter sind also 

1. die Partialbruchzahler Ai^-^ahf 

2. die singulären Punkte a^, . . ., a^. 

Nach dem Vorhergehenden sind die Elemente der Integralmatrix 

X 

ganze transzendente Funktionen der Großen ^x;ab* Wenn wir uns 
diese Größen als von den a^, ...; a^ unabhängig vorstellen, 
so können wir, was die Abhängigkeit der (y^^) von den o^, ..., a„ 
anlangt, nach Poincare, das Folgende bemerken. Denken wir uns 
die (y^y) durch die Reihen (2) dargestellt und dann diese Reihen nach 
positiven ganzen Potenzen der Größen Ax-.ab geordnet, so erscheinen 
die ttj^) als homogene ganze rationale Funktionen der ^x;ab ^on nicht 
höherem als dem v-tem Ghrade. Die Koeffizienten dieser ganzen ratio« 

16* 
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nalen Fanktionen setzen sicli aus Ausdrücken der folgendai Art zu- 
sammen. Es sei 

m X 

wo die x^, x^y , , ., x^^.} positive ganze Zahlen bedeuten; dann sind 
jene Koeffizienten solche ^-Fuiiktionen^ in denen die singulären Stellen 
a^y . . .y a^, a^^^ aus der Reihe der Punkte Oi^ . . ., a^ in unbeschränkter 
Anzahl und beliebiger Reihenfolge bei unbeschrankter Wiederholung 
entnommen sind. Als Integrationsweg ist der Weg {Xq.., x) zu wählen, 
auf dem die Integralmatrix (y^ J selbst genommen ist. Die Koeffizienten 
der nach Potenzen der Größen -4<x;a6 geordneten Reihen für die y^^ 
sind demnach als Summen solcher ^-Funktionen darstellbar. 

Wir können nun ohne weiteres die Reihenentwickelungen (2) auch 
dann zur Anwendung bringen^ wenn wir es nicht mit einem einfEtch- 
zusammenhängenden, sondern mit einem mehrfach zusammenhängenden 
Holomorphiebereiche der Koeffizienten a^^ zu tun haben; wir werden 
dann nur den Integrationsweg tOr die Integralmatrix (y^^) fixieren 
müssen und in den Definitionsgleichungen der t«|^) allemal die äußersten 
Integrale auf demselben Wege zu erstrecken haben. Nehmen wir als 
Integrationsweg gleich die von x^ aus um den Punkt a^ herumgelegte 
einfache Schleife s^, so stellt die auf dem Wege 8^ erstreckte Integral* 
matrix die entsprechende Fundamentalsubstitution (A^^^) dar^ die die 
Integralmatrix (y^ J erleidet, wenn x die betreffende Schleife durch- 
läuft — Die fOr die Abhängigkeit der y,.^ tou einem Parameter [i 
abgeleiteten Sätze gelten also unmittelbar auch für die Elemente der 
FundamentalsubstitutioneU; insbesondere können wir sagen, daß die 
Elemente der Fundamentalsubstitutionen ganze transzendente Funktionen 
der Partialbruchzähler -4.^x;ab sind, imd daß die Koeffizienten der nach 
positiven ganzen Potenzen dieser (Größen fortschreitenden Entwickelungen 
sich als Summen von ^-Funktionen darstellen, die längs der betref- 
fenden Schleife $^ genommen sind. 

Die Darstellung der Fundamentalsubstitutionen durch die aus der 
Methode der sukzessiven Approximationen gewonnenen Reihen kann 
auch mit Vorteil zum Zwecke der numerischen Berechnung dieser 
Substitutionen fOr ein gegebenes Differentialsystem benutzt werden; wir 
gehen hier auf diese Art von Fragen nicht näher ein. 
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Wenn das Differentialsyrtem (A) ein schlechthin kanonisches, 
also von der Form (20) der vorigen Vorlesung: 

4'i 



dx '^^^^jLj 35 — a^ 



(«=i,>, .••,11) 



ist, so sind die Elemente der Integralmatrix (y« J, die sich tfit x^ Xq 
auf (d| J reduziert, ganze transzendente Funktionen der Elemente A[*^ der 
Residuenmatrizen: 

(16) y,,=- -B,,(4V, • • 'f ^S^i), (^* = i,2....,i.) 

also in bestandig konve^ente Reihen entwickelbar, die nach positiven 
ganzen Potenzen der A!^^, . . ., A^^l fortschreiten. Die Eoefßzienten 
der nach Potenzen der^^Lj^^ fortschreitenden, besiSndig konvergenten' 
Reihen sind als Summen voll ^-Funktionen darstellbar, in denen aber 
jetzt die ganzen Zahlen ^X9 - * -y^-^i sc^Üich gleich Eins sind; der 
bei Bildung der ^-Funktionen zu benutzende Integrationsweg is^ wie 
im allgemeinen Falle, der Weg, auf dem die Integralmatrix (y^ J selbst 
erstreckt ist. Diese >i- Funktionen haben also di6 Form 



A{X] «1, . . ., «,, a^+i) - / ^(g; a,,...,a^)dx 

ii «—«9 + 1 

Die Elemente der Fundamentalsubstitutionen (A|^>) erscheinen ebenfalls 
als ganze transzendente Funktionen 

(17) A« - ^<;)(^), . . , 4M1) ('•::,!',:•.:;:;") 

der Elemente der Reeiduenmatrizen, und zwar gehen diese Reihen aus 
den Reihen (16) einfach 'dadurch hervor, daß wir sowohl fOr die In- 
tegralmatrix (y^J als auch fClr die bei der Bildung der ^-Funktionen 
auszufahrenden Integrationen als Integrationswege die von x^ aus um 
die Punkte a^ herumgelegten Schleifen 8^ wählen, die die Schnitte l^ 
einmal überschreiten. 

Beachten wir die Form, in der die einzelnen Glieder i«j^, uj^), . . . 
der Reihen (14) fOr das schlechthin kanonische Differentialsystem er^ 
scheinen, so haben wir nach (3) z. B. f&r das in den J.|^> lineare Qlied: 
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Das in den ^\), . . ., ^j^J lineare Glied der Entwickelung (17) für 
A\^J lautet demnach 



also ergibt sich, da 






r dx 


-0, 




(mri+r) 


r dx 

J x-a, 
(M 


-2«1/-1 






ite angedeuteten 


Glieder in den 


- (V. 


-1.«. • .«\ 
=1,1.. ...o / 

..,^«2 von 



ist, 
(17a) 



der zweiten nnd von höherer Dimension sind. 

Denken wir uns die Funktionaldeterminante der n*6 ganzen 
transzendenten Funktionen E\]l nach den n*tf Größen il<5 gebildet: 

. i ^Ai5 



dÄ^';» 



80 hat diese Funktionaldeterminante f&r die Stelle 

den Wert 

Ao.....o-(2«/-i)""', 

sie ist also jedenfalls nicht identisch gleich NulL 

Wir wollen uns nun die o^, . . .^ a^ als feste Größen denken und 
die Inversen der ganzen transzendenten Funktionen (17) ins Auge 
fassen. Diese inversen Funktionen sind natürlich im allgemeinen un- 
endlich vieldeutig, wir können aber über die Art dieser Vieldeutigkeit 
sofort eine wichtige Bemerkung machen. — Wenn wir uns der Ein« 
fachheit wegen auf den Fall beschranken, wo die zu den Matrizen 
(.A(>,..., A<»))mid 

(A(r«)-(A«)-^---(AW)-^ 
gehörigen Fundamentalgleichungen lauter einfache Wurzeln 

besitzen, so folgt aus dem Fundamentallemma der vorigen Vorlesung 
(S. 234), daß die ^JJ eiiideutig bestimmt sinc^ wenn wir die Wurzeln 
r<'> der zu den Punkten a^, . . ., a^, cx> gehörigen determinierenden 
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Fundamentalgleichungen (Gleichungen (26), (27) der vorigen Vorlesung 
S. 232) fixieren. Wenn wir also fQr die 

die Determinationen der Logarithmen auf irgendeine Weise, aber in 
Übereinstimmung mit der Fuchs sehen Relation 



22f'-o 



rs=l < = 1 



festlegen, so haben wir ein eindeutig bestimmtes Zweigsystem 
der Inversen der ganzen transzendenten Funktionen (17) aus- 
gesondert. 

Im Falle n — 1, (J = 1, wo 

ist, kommt dies darauf hinaus, daß wir die Variabilität von A^} auf einen 
Periodenstreifen der Exponentialfunktion beschranken; im allgemeinen 
Falle können wir sagen, daß wir durch Festlegen der Determinationen 
der log (o\*^ einen Fundamentalbereich f^ die ganzen transzendenten 
Funktionen jE^(^) der A^y **.y Ai^l erhalten, innerhalb dessen diese 
Funktionen jedes Wertesystem, dessen sie fähig sind, ein einziges Mal 
annehmen. 

Beim Übergange von einem .Zweigsysteme der Ä^^^, . . ., Ä^^l zu 
einem andern müssen sich also notwend^ einige der Determinationen 
der log (o\^^ geändert, d. h. um ganzzahlige Multipla von 2%'^— 1 
vermehrt haben; ein solcher Übergang kann also nur dadurch erfolgen, 
daß die N^^^ solche geschlossene Bahnen beschreiben, bei denen die 
betrefFenden cdJ") (r = i, », • • • , ^ + 1 -, < = i, >, . • . , «) einen den Punkt cof") = 
umkreisenden geschlossenen Weg durchlaufen. Nim entsprechen aber 
den (Gleichungen 

CdW = (»' = l,«,;,<y + !;<=>,»,• -,11) 

diejenigen Stellen der Mannigfaltigkeit aller A{],), . . ., A{^), für die 
mindestens eine der Determinanten 

.|AW|, |A<«!, .., 1AC^)| W-1.V-..) 

verschwindet; wir können also sagen, daß die Mannigfaltigkeiten 

|AJ;)|-0 (.«!,>.. .,0). 
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die Yerzweignngsmannigfaltigkeiten ffir die InTersen der 
ganzen transzendenten Funktionen E^^l darstellen. 

Was den Znsanunenliang anlangt, der zwischen den yerschiedenen 
Zweigsystemen der A!^, . . ., Ä^^l besteht, so können wir noch das 
Folgende feststellen. 

Es mögen 

^% ■ ■ v ^<r«, 

^s. • • •» ^£2 

zwei Terschiedene Wertesysteme darstellen, die zn einem und demselben 
Wertesysteme der 

gehören. Bilden wir dann die beiden DifferentiaLsysteme 

(«) ^-2sy^2^^^^ ("..«...) 

Iml val » 

80 gehören diese, und genauer die Integralmatrizen 

m 

(yj-(^)/(i'JI-/'+'-) 

zu derselben Klasse. Es besteht folglich eine Beziehung von der Form 

(yJ-(yJ(0^ 

wo (r^J eine Matrix rationaler Funktionen von x bedeutet, fElr die 

ist. Die Aufstellung der allgemeinsten Matrix (r^J, die in diesem 
Sinne den Übergang von einem schlechthin kanonischen Differential- 
system (a) zu einem andern eben&lls schlechthin kanonischen Diflfo- 
rentialsystem (ß) derselben Klasse vermittelty wobei (a) sowohl wie (ß) 
auch keinen außerwesentlich singulSren Punkt aufweisen, ist ein ein- 
faches algebraisches Problem. Denken wir uns dieses gelöst^ so haben 
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wir nach der Regel (lY) der zweiten Vorlesung zwischen den Eoeffi- 
zientenmatrizen der Systeme (a), (ß) die Beziehung 



(^.-4?i-)-(o-(^.-^)w+i'.(o. 

Aus dieser Beziehung lassen sich die Ä^^, . »., Ä^l direkt durch die 
Ä^l, ..., Ä^^l aus&rücken; diese Ausdrücke stellen dann^ wenn 
(r^^ die allgemeinste Matrix von der bezeichneten Beschaffen- 
heit bedeutet, das allgemeinste Zweigsystem der Inyersen 
der Funktionen E^*^ durch irgendein bestimmtes solche» 
Zweigsystem dar. 
Es sei 

11 11 ^ • • • » '^nn nn 

ein bestimmtes Wertesystem, dem vermöge der Gleichungen (17) die 
Werte 

'^11 "ll ' * ' 'f "^nn "im 

entspreohen. Wenn wir von dem Wertesystem (af^^j f -- -f ««S'i) ^^ öißöni 
unendlich benachbarten Wertesystem fibergeheu; so wird diesem nur ein 
dem Wertesysteme (af^^ , . . • , of^^l) unendlich benachbartes Wertesystem 
der Ä^^l, . ., A^^l vermöge der Gleichungen (17) entsprechen können; 
denn beim Übergange von (a^^ ^ • • • y of^D zu einem unendlich benach- 
barten Wertesysteme, können die Wurzeln der determinierenden Funda- 
m^italgleichungen auch nur infinitesimale Änderungen erfahren, sie 
können sich also nicht um additive ganze Zahlen grändert haben. Wir 
können also um das Wertesystem {a^^^, . . ., a^^^ eine endliche Umgebung 
(a), und um das Wertesystem {a^^^, ..., a^^^ eine ebenfalls endliche 
Umgebung (a) so abgrenzen, daß jedem Wertesystem der A|.^), das 
innerhalb (a) liegt, ein und nur ein Wertesystem der A{^^ entspricht^ 
das sich innerhalb (a) befindet. Daraus folgt, daß fOr das Wertesystem 
(a^y, . . . , a^^y) die Funktionaldeterminante der Funktionen 3*]^ nach 
den ^g>, • . ., Ä^^l nicht verschwinden kann. Wir können also sagen: 
Die Funktionaldeterminante der ganzen transzendenten 
Funktionen JSJ.^> nach den -4<\>, . . ., A^^l kann für kein end- 
liches Wertesystem der letzteren Größen verschwinden. 
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Wir wollen nun gleich feststelleii, wie sich die An^sbe, die Lös- 
barkeit des Riemannschen Problems za erweisen, im Hinblick auf die 
ganzen transzendenten Funktionen E^*jl gestalte! 

Offenbar handelt es sich dämm, zu zeigen, daß diese ganzen trans- 
zendenten Funktionen alle möglichen Wertesysteme annehmen können, 
die den durch die Natur der A^^> als Fnndamentalsubstitutionen gebotenen 
Beschränkungen unterliegen,^ wenn man sich die o^, . . ., a^ nach wie 
ror fest, aber willkürlich gegeben und die A^^^ > • • -^ Af^l im Bndlichen 
unbeschriLnkt Teriinderlich vorstellt. — Aus der bisherigen Di8kossi<m 
der ganzen transzendenten Funktionen E^^^ folgt, daß die Wertesysteme 
dieser Funktionen jedenÜEdls im Bereiche der A^^, . . . , A^'^ einen in 
sich zusammenhängenden, ebensovielfach ausgedehnten Bereich erftUlen, 
wie es der Bereich der -4jy, . . ., Ä^^\ selbst ist — Wenn wir ea mit 
einer ganzen transzendenten Funktion von einer unabhängigen Variabein 
zu tun hätten (wie im Falle n» 1, <^» 1), so könnte man nach einem 
ber&hmten Satze von E. Picard ohne weiteres schließen, daß diese 
Funktion tatsächlich jeden Wert — höchstens mit Ausnahme eines 
einzigen — annimmt. Da jedoch eine Verallgemeinerung dieses Satzes 
auf Systeme von ganzen transzendenten Funktionen tou mehreren 
Variabein bisher nicht bekannt geworden ist, so müssen wir unsere 
Aufgabe f&r das System (17) direkt in Angriff nehmen. 

Zunächst können wir uns natürlich die Ä\^Jl auf einen Funda- 
mentalbereich der ganzen transzendenten Funktion (17) beschränkt 
denken. Die Entscheidung der Frage, ob diese ganzen transzendenten 
Funktionen dann wirklich jedes zulässige Wertesystem annehmen können, 
wird, wie wir in der sechzehnten Vorlesung sehen werden, wesentlich 
daTon abhängen, welchen Werten die in Bede stehenden Funktionen 
zustreben, wenn die A^*^ sich, aus dem Innern des Fundamentalbereiches 
kommend, einer Unbestimmtheitsstelle dieser Funktionen amuLhem. 
Spezieller werden wir — da wir deü ,4eichteren Teil" des Riemann* 
sehen Problems (vgL die Torige Vorlesung, S. 236) direkt lösen 
können — zu untersuchen haben, welchen Ghrenzwerten die Funktionen 
(17) zustreben, wenn einige (eine oder mehrere) der Größen A\^^ so 
über alle Grrenzen wachsen, daß die Größen r\*^ überhaupt fest bleiben. 



*) Diese Beschränkungen bestehen darin, daß die Determinanten | A^^ 1 Ton 
Null verschieden sein müssen; hierzu tritt — bei der Ton uns festgehaltenen yer- 
einfachenden Voraussetzung — noch, daß die Fundamentalgleichungen 

keine mehrfachen Wurzeln haben sollen. 
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Um nicht Ton yomherein in überflüssiger Weise zu spezialisieren^ 
ftlhren wir diese Untersuchung zunächst in allgemeinerer Weise, indem 
wir nämlich für das Differentialsystem (A) die Eoefißzienten a^^ Ton 
der Form (6) voraussetzen und die Integralmatrix (j^f^, die für n; — Xq 
die durch die Öleichungen (8) dargestellten Werte (y^^) annimmt, also 
in der Umgebung von /i = cx> durch die Laurentschen Reihen (15) 
darstellbar ist, für große Werte von /i untersuchen. Mit Rücksicht 
auf das Ziel, das wir verfolgen, lassen wir die vereinfachende Annahme 
Platz greifen, daß in den Reihen (6) die ganze Zahl r » 1^ und in 
den Reihen (8) die ganze Zahl k^O sei; im übrigen bemerken wir, 
daß die anzuwendende Methode mutatis mutandis auch für beliebige 
ganzzahlige positive Werte von t und k bestehen bleibt. 
Wir beschäftigen uns also mit der folg9Bden Frage: 
Das Differentialsystem (A) sei so beschaffen, daß seine Koeffizienten 
a^^ in der Umgebung | jü | > it von |ii =» <x>, wo U von x unabhängig 
is^ in der Form 

(18) o,,-^(aW + ^ + ...minf.) 

entwickelbar sind. Es soll das Verhalten der Integrale (y^J unter- 
sucht werden, wenn ii sich der Unbestimmtheitsstelle /ia » oo annähert. 

Wir werden älmlich wie in der elften und zwölften Vorlesung 
von einer asymptotischen Darstellung der y^^ Gebrauch machen, 
und stellen zunächst formale Reihen auf, die nach dem Muster der 
Thom eschen Normalreihen gebildet sind und das Differentialsystem 
befriedigen. Über den analytischen Charakter der a^^ als Funktionen 
von X machen wir vorläufig keine näheren Voraussetzungen. 

Wir setzen 

und wollen die ci, y^^\ y^^\ i^^\ ... ab von fi unabhängige Funk- 
tionen von X so zu bestimmen suchen, daß die Reihen (19) das 
Differentialsystem formell befriedigen. — Durch formale Differentiation 
der Reihen (19) nach x erhalten wir 



+-(^+ri^+-) 



(x=l,2,- 



also, indem wir in das Differentialsystem (A) einsetzen und den Faktor 
e^" unterdrücken: 
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-J'*»(»i*> + ^*?> + --)(<. + |«?>+---)- 

Vergleichen wir anf beiden Seiten dieeer Gleichungen die Koeffi- 
zienten g^ichhoher Potenzen von /i, so finden wir: 

(20) S»?>-J'yi->a«, 

(21) ^ + £!d^'-2'«'«'/2 + *iM"2)» 

(22) ^ + 5i y?"'^ - ^ (*?'<"'' + S^*^«ö + • • • + J^'*"*«!) • 

Die ersten Oleiehongen (20) können znr Bestimmnng von » dienen. 
Wenn wir nämlich diese Gleichungen in der Form 

(20a) 2i^^Kl - 'i-®) - ® («-Lt.- -.-) 

schreiben, wo 

^ SS — — 

gesetzt wurde, so erkennen wir sofort, daß ^ als Wurzdl der Gleichung 

(23) |a(«-*,>|-0 

gewählt werden muß. Diese Gleichung^ die wir auch hier die charak- 
teristische Gleichung nennen wollen, ist eine Difforentialgleichung 
erster Ordnung und n-ten Grades f&r oi; bezeichnen wir mit 

ihre Wurzeln, so erhalten wir n Werte fBr cd, nämlich 

(24) m^'^fdfidx. (<-:i,j,-..,») 

Wir wollen im folgenden voraussetzen, daß die Diskriminante 
der Gleichung (23) in bezug auf CT nicht identisch verschwindet, 
so daß also nur für spezielle Werte von x zwei oder mehrere der 
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Funktionen W^^ . . ., W^ einander gleich werden können. Wir seteen 
dann, entsprechend den n verschiedenen Werten von m, 



(25) yi.-^-'(yi2 + 7yil/ + ---) (.-i.v.,n) 

und haben also fBr die Verhältnisse 
die Gleichungen 

n 

(26) ^yJ!>(«fi-»i,®i)-o, (*,«=!.«......, 

die aus (20a) hervorgehen^ wenn wir O» durch w^ ersetssen. Da die 
^if ' * 'f ^n voneinander verschieden sind, ist (vgL S. 98) die Deter- 
minante der y<^>, deren Verhältnisse den Gleichungen (26) gemäß be- 
stimmt sind, nicht identisch gleich Null: 

(27) |y{51 + o. 

Um nun noch den Proportionalitatsfaktor der y(^> und die folgenden 
y?Slf y<?; -•- bestimmen zu könneui wenden wir eine die Rechnung 
abkürzende Transformation an. 

Es bedeute uj^) irgendein Lösungssystem der Qleichungssysteme 
(26); dann ist also 

m 

^«i?«'-*.«sy|)-0 
und folglich 

(28) mmm-'-i^A,)- 

Setzen wir nun 

n 

(29) Vn-^^X^fl, («-!.«. •••,.) 

80 befiriedigen die e■^^, ..., e^ das Differentialsystem 

(B) -J^-S'i^^" («-!.». •••.-) 

wo nach der Regel (TV) der zweiten Vorlesung (&, J ans der Gleichung 

(30) (aj - «)- *(6„)(«(»)) + D.(«W) 

zu entnehmen ist. Mit Rücksicht auf die Entwickelungen (18) finden 
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wir demnach f&r die b^^ die in der ümgelmng |^ . > £ Ton fi » 3c 
gültigen Darsiellmigen 

(31) 6,.- p(«,.W,+ ^ + ^ + • • • in iiifl), 

WO 

(32) ((^' ' - «')WV)W?)"' - (^) («J?)"'' 
gesetzt wurde. Wenn nun 

(33) ^yJ-(0«) 

gesetzt wird, so haben wir 

(34) /,,= €f-i(sff^ + 'j; + . . . in int), 

und die den Gleichungen (20) entsprechenden Gleichungen 

dx ** '« * 
liefern f&r t -• x 

und f&r f -(- X 

(35) 5,,-0. 

Die den Gleichungen (21), (22) entsprechenden Gleichungen lauten jetzt 

(36; rfi' +iff**^V-2^(^?6i« + ^V«,.iSy,). 



isl 



d*<.:' 



(37) ^+2^i^lr^'-2(*'*'*^'«'''+-'- +'^^*^»+''''*''*^«»^') 

und wir finden aus (36) fär / = x 

r38^ ^^'-.^o>ä(^) ^^«)-./'^^''' 

(öö) j^ = ^a Öif , Zu = c^c , 

wo die Cj Konstanten bedeuten, und f&r t + x 



also 



/»{J'-x. 



(39) -?i="*;^l„-'- <'+'> 
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Aas (37) folgt ferner fOr v — 1 , i — x 

(40) ^^c,e (6<? + ^jJ^} + ^V&iV, 

woraus die Zu darch Quadraturen berechenbar sind usw.; wir sehen^ 
daß die Koeffizienten der Reihen (34) mit Hilfe der Rekur- 
sionsformeln (37) insgesamt durch Quadraturen dargestellt 
werden können. 

Aus den Koeffizienten der Reihen (34) ergeben sich die Koeffi- 
zienten der Reihen (25) mit Hilfe der Formeln 

wir erhalten also insbesondere mit Bücksicht auf die Gleichtmgen (35) 
und (38) 

(41) • »}•>-«/" <>. 

Auf diese Weise ist es abo — unter der Voraussetzung , daß die 
Diskriminante der charakteristischen Gleichung (23) nicht identisch 
verschwindet — gelungen, eine Matrix (y^J Ton Reihen der Form (19) 
zu bestimmen^ die dem DifPerentialsystem (A) formell Genüge leisten. 
Diese Reihen sind — ähnlich wie die Thom Aschen Normalreihen — 
im allgemeinen divergent. 

Wir wenden uns sogleich dazU; nachzuweisen^ daß diese divergenten 
Reihen; die wir als parametrische Normalreihen bezeichnen wollen^ 
f[Lr große Werte des Parameters ft gewisse Integralsysteme asymptotisch 
darstellen. 

Zu dem Ende schreiben wir das Di£ferentiabystem (B) in der 
Form 

n 

wo also 

(42) ö.«-ft« + 7&?2 + ---i°üif-; 

fürs erste wird es aber genügen^ vorauszusetzen^ daß die Qj^^ die Eigen- 
schaft haben, daß 

(43) Umi-^,,-0 

/l SS OD " 

ist. 

um bei den nun folgenden quantitativen Untersuchungen bestimmte 
analytische Verhältnisse zugrunde legen zu können , machen wir über 
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die Koefifizienteii a,. des Differentudsjstans (A) jetit die fidgendea 

Die a^^ sden raiionmle Funktionen ron x, ebenso seien die 
EoefiBzientcai der Beihenentwickelnngen (18), d. b. die aSS, oiV, . . . 
TBÜonale Funktionen ron x and zwar so beoebidTen, daß ibie Pole 
unter den Polen der a,-, entbalten sind. Die dnreb die cbankteristiache 
Oleicbong (23) definierte Funktion S)> ist dum eine mlgebraisebe 
Funktion ron x, und die G}^ selbst sind Abelsche Integrale. Die 
«is können als rationale Funktionen des durch die Oleichmi^ (23) 
Teiknüpften Wertepaares (z, SfJ gewählt werden. 

unter einem regulären x- Werte rerstehen wir einen Wert^ 
der weder zu den singularen SteUen des Differentialsystems (A^ 
noch zu den singularen Stellen der algebraischen Funktion ST Yon x 
gehört. Es sei dann x — a ein solcher regulärer Wert 

Wir denken uns ron dem Punkte a aus einen Strahl gelegt^ und 
nehmen auf diesem einen Punkt b so an, daß auch alle zwischen a 
und b gelegenen Punkte dieses Strahles, b eingeschlossen, reguläre Werte 
sind. Diesen Strahl nennen wir den x-StrahL Femer möge der 
Parameter ft ebenfalls längs einem bestimmten Sianhie (dem ^^-Sirahle), 
d. h. also mit bestimmtem Argumente dem Unendlichen zustreben. 

Wir setzen dann 

(44) K*-«)-5e% (»-y=l), 

wo 

e = Arg (i + Arg (x — a), 

und i eine positive reale Variable bedeutet Der Winkel ist nach 
den getroffenen Festsetzung^! konstant — Die Losungen der Diffsren- 
tialsysteme (A) bezw. (B) sind Funktionen von x und fi, fBr ein kon- 
stantes d können wir diese Lösungen also als Funktionen ron ß und fit 
betrachten. Wenn x auf seinem Strahle zwischen a imd b bleibt^ 
während (i auf seinem Strahle dem unendlichen zustrebt, so geht | 
sls positive reale Qröüe ins unendliche imd umgekehrt, wenn | als 
positive reale Gh-öße ins Unendliche rückt und dabei x auf seinem 
Strahle zwischen a imd b verbleibt, so rfickt bei konstantem der 
Parameter fi seinen Strahl entlang ins Unendliche. 

Wir f&hren jetzt in dem Differentialsysteme (Ba) an Stelle von x 
die Gh'öße | als neue imabhangige Variable ein; dann ist 

<45) ft--e"ffl^.^.+J'^r^e.„ 
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tind wir haben nach (43) 

(46) lim«,,-~e^. = 0. 

Es sei nun der Punkt b so gewählt, daß in dem Intervalle (a,.,b) 
des :r-Strahles die realen Teile der Orofien 

(47) m,^*,.,.,m,^* 

voneinander verschieden sind; f&r ein willkürliches wird dies 
stets der Fall sein, da zufolge unserer Voraussetzung zwischen a und b 
kein singulärer Punkt der algebraischen Funktion W gelegen ist, so 
daß in jenem Intervalle die ST^,..., ST^ stets voneinander verschieden 
sind. — Femer denken wir uns die Indexbezeichnung so eingerichtet, 
daß 

(48) m{m^€^') > ?R(W,e«0 > • • • > 8*(S^,e*0 
ist; dann haben wir abo 

an (m^€^* — »1 e« < 0. (« = «.«. • »•) 

Wir können demnach eine von x und fi unabhängige reale und 
negative Ghröße q so angeben, daß 

(49) > Q > 9l(®,e«' - arie*0 («=«.$,. -,«)- 
ist. 

Aus den Gleichungen (45) folgt: 

(60) _j.A_^,(o,_„,) 

(« = 8,8,. ..,11) 

Wenn | hinreichend groß ist, so haben wir 

(51) |7«.«|<*, 
wo zufolge der Gleichung (46) 

(52) lim(J = 

« = + » 

ist. Es sei ferner 



(53) 



(54) '''"•^1 



« ' I »1 I ^ » 

Dann ergibt sich aus (50) und mit Rücksicht auf (49) die Un- 
gleichung: 

I». 
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Es sei g eine positiTe Gfroße von hinreichender Kleinheit; wir denken 
nns B 80 gewählt^ daB 

(56) ^ + 2d + 2(n-l) J g, 

dann erweist sich b ffir hinreichend klein gewähltes g ab positiv, nnd 
es ist 

lim « = 0. 

d = 

Wenn fOr ein bestimmtes ^ die Ungleichung 
(56) B< ^|<^ («=«.»,. •,•> 

besteht^ so haben wir nach dem Poincareschen Lemma'^) 



lim -^ — 0. (x=i,»,- 






Losungssysteme z^y,.,yZ^ Ton dieser Beschaffenheit lassen sich stets 
angeben. Sollten die Ungleichungen (56) f&r keinen Wert Ton | er- 
füllt sein; so wäre ffir das betreffende Losungssystem 



< B oder ■ — 

: ^1 



>; 



für jeden Wert Ton $; wir hätten folglich , da b mit ins unendliche 
wachsendem ^ der Null zustrebt, im ersten Falle 

Um ^=0 
und im zweiten Falle 

lim -^== (X). 

Wir können also sagen, dafi für unser Differentialsystem (Ba) 
stets solche Losungssysteme z^j. . ,yZ^ yorhanden sind, für die 

lim ?^=. (*=»A ,») 

ist^ wo das lim-Zeichen die Bedeutung hat, daß fi seinen Strahl entlang 
dem unendlichen zustrebt, während x auf seinem Strahle in dem Inter- 
yalle (a . . . &) verbleibt. Dieses Lemma spielt hier dieselbe Rolle wie 
das Poincar^sche in der in der elften und zwölften Vorlesung be- 
handelten Theorie. 

Wir betrachten jetzt die Quotienten 

g,= ^^; (««*,»,...,«) 

♦) Elfte Vorlesung S. 196. 
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diese befriedigen das folgende Differentialsystem: 

Für ein Differentialsystem Ton dieser Form existiert also allemal 
ein Lösnngssystem Ton der Beschaffenheit, daß seine sämtlichen Ele- 
mente verschwinden; wenn fi seinen Strahl entlang dem unendlichen 
zustrebt nnd x auf seinem Strahle in dem angegebenen Intervalle ver- 
bleibt, vorausgesetzt, daß die Gleichungen (43) und die Ungleichungen 
(48) erfüllt sind. — Das Differentiabystem (G) besitzt nun, wenn wir 
jetzt die Q^« ^^®f &ls Funktionen voraussetzen, die in der Umgebung 
von /Li » oo durch Reihen von der Form (42) dargestellt sind, formale 
Losungen, die wir am einfachsten erhalten können, indem wir von den 
dem Systeme (B) formell genügenden Reihen (34) ausgehen und durch 
formale Rechnung ihre Quotienten bilden. Für i^ 1*) erhalt man 

durch formale Reihen dieser Form wird also das Differentialsystem (C) 
befriedigt. Setzt man in (G) für £),...{;. die Ausdrücke: 

(58) 5^_i.j<j)+... + ±j(p) + ^; («-«.V..) 

ein, wo p eine feste positive ganze Zahl bedeuten soll, so ergibt sich 
ftlr die unbekannten Funktionen Z^ von x und (i ein Differentialsystem 
von ähnlicher Form wie (C), es werden nur an die Stelle der Funk- 
tionen Q^^ andere Fonktionen von x und /Li treten, die aber auch die 

Eigenschaft haben, mit — multipliziert für /Li — oo zu verschwinden 

(vei^L GL (43)). Für dieses Differentialsystem existiert nun, nacb 
unserem Lemma, ein Lösungssystem, dessen Elemente gegen Null kon- 
vergieren, wenn /Li seinen Strahl entlang dem Unendlichen zustrebt, und 

*) Im folgenden bedeutet i wieder einen Index. 

17* 



360 Vienefanle YoilMiiiig. 

daraus folgt nim wieder f&r das Differentiakjstem (G) die BriBfam« 
eines Lösnngssystems ron der Form (58), Ar das 

limZ,— <«=i,s, •.,■) 

ist 

Nun haben wir nach (B) 

1=1 'm i + « ^ 

(«=l,l,..-.ii;Ci«l) 

setzt man in diesen Gleichungen f&r St» - • -y Sn ^® obigen Reihen (58) 
ein und beachtet, daß nach (57) 

also nach (39) 

gefunden wird, so erhalt man 

mit 

limfl;,«0, 

so daß wir f&r das Differentialsystem (B) ein Losungssystem ron der 
Form 

(59) ,,, = ^.(4.,+|i+... + |V^) 

mit 

limZj^-O, 

imd fOr das Differentialsystem (A) ein Lösungssystem Ton der Form 

(60) ,,,-^.(^^0,+?!^+... + ^ + ^«) 

mit 

Umr,,-0 
gewmnen. 

Mit Hilfe dieses Litegralsystems reduzieren wir nun — ähnlich 
wie in der zwölften Vorlesung — das Differentialsystem (A) auf eines 
f&rn — 1 Funktionen und erschließen dann durch ToUstandige Induktion 
für das System (A) die Existenz von n Integralsystemen Ton der Form 






^^-^ia^i + -T-+---+^ + = ) («=i.v-,«) 
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(61) y,.-6^-<(y(o) + ?^+... + ?^ + ^) 



mit 



lim r,,= 0. 



In den ca^ mid ebenso in den ^^) (^ = 0,1, -..j») sind noch gewisse 
Integrationskonstanten disponibel; wir yerf&gen über diese in der fol- 
genden Weise. 

Es sei Xq ein beliebiger auf dem x-Strahle zwischen a und b ge- 
legener Punkt; dann setzen wir 

(62) m^'^jw^dx, 

wo das Integral natürlich den' a>Strahl entlang zu erstrecken ist 

Führen wir nun in (62) mit Hilfe der Gleichung (44) | als neue 
Integrationsvariable ein^ so ist^ wenn 

lo-fi(a;o-a)e-^i^ 
gesetzt wirdy 



(iio,^Jm,e'y''di, 



also, wenn | > lo d. h. 

(63) \x-a\>\x^-a\ 

ist, zufolge der Ungleichungen (48) 

(64) ^{i^(o,) > m(iim^) > • • • > ^{(i€3j. 

Wenn z. B. der Punkt x^ in den Punkt a selbst rerlegt wird^ so 
gelten die Ungleichungen (64) für das ganze Intervall (a . . . h). 

Die Integrationskonstanten, die in den y{^) (ii» 0,1, •••,#») auftreten, 
wählen wir so, daß z. B. (yergl. GL (41)) 

(41a) ßiP''' 

usw. 

Es ist dann jedenfalls die Determinante |yj^>[(<»«=i,s, ,») von Null 
yerschieden. 

Wenn die Integrationskonstanten auf diese Weise fixiert sind^ so 
behaupten wir, daß die y^^, wie sie durch die Formeln (61) dargestellt 
werden, eine Integralmatrix Ton (A) ausmachen. Um dies nach- 
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niweiieii, steUen wir die Determinaiite der n LotimgBijBteiDe y^, durch 
die Jmcobische Formel 

4ar, und zeigen, daß die Konstante F^) einen ron Noll Tenchiedenen 
Wert beeitst — Es ist zufolge der charakteristischeu Oleichung (23) 

«sl xsl 

mit Rückflicht hierauf folgt aus der Oleichung (65) 



(66) y<5+iy<i>+-+/,r,. »r-e--^ 

(l,Jf-:l,l, ..,«) 

Lassen wir in dieser Gleichung (i auf die oft bezeichnete Weise 
ins Unendliche rficken, so ergibt sich 

(67) , ^/-S" 

i y{^) — lim r- e "^ 

Nun wfirde sich, wenn mau F aus der Gleichung (66) berechnen 
würde, Ar diese von x unabhängige GMße ein Ausdruck ron der Form 

r-r. + ^- + ...+^' + i 

ergeben, wo F^, F^^ . • ., '^ ^^^ f^ unabhängig und lim £ » ist 
Aus (67) folgt, da iyf^)| nicht identisch yersch windet^ daß 

HmF-Fo 

ein Yon Null yerschiedener Wert ist, und damit ist gezeigt, daß F 
nicht identisch (als Funktion Ton fi) yerschwinden kann; was zu be- 
weisen war. 

Wir wollen femer festzustellen suchen, wie die Funktionen 

Ton den in denselben enthaltenen Integrationskonstanten abhangen. 

Es bedeute y^^ f&r einen festen Wert des Index t und x» 1,2, . . .,» 
ein Integralsystem yon der Form 

*) Die aber natürlich noch Ton fi abhftngen kann. 
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(68) y,^„e''«*^9(») + ...+^'+ ^«), 

WO die in den y^^^, . . ., y\f^^ enthaltenen Integrationskonstanten jetzt als 
willkürliche Konstante gewählt sein mögen, and wo 

limr,,-0 

ist. Da die y^^ eine Integralmatrix konstituieren, ist 

(69) y,,« Ciyi^+ . . . + c,y,, (x=i,8,...,n) 

mit Ton X unabhängigen c^y * - -yC^» Wenn wir diese (Größen aus den 
Gleichungen (69) ausrechnen, so finden wir 

wo die (^\ . . ., efp^ von (i unabhängig sind und 

limCi^O 
ist Da Cj^ Ton x unabhängig sein muß, ist 

dx ^' 
wir erhalten also nach Division mit e'*^®^"'^^ 

dx "^ *" ^P dx "^ ^ dx 

Hieraus folgt f&r X'^i 
und 

woraus sich 

(7^= const • et'^'^x-'^i) 
ergibt, und fftr A — * 

dx ' ' dx ' dx 

Wir finden folglich f Or A + f : 



264 
also 



Vienehnle Voriefimg. 





«ly«-«--'^'' 


wo 


lim Fi,- 


and folglieh 


ist Im Falle l 


— • haben wir direkt 






wir finden somit^ indem wir beide Falle zuwunmenÜAssen: 



+ e^« 



mit 



ff' 



lim r^ = lim 



im^r,,- 



-0, 



wo die c{^y . . ^ (f^\ C^ Ton x unabhängige Großen bedeuten. 

Yergleiclien wir jetzt diese Form ron y^^ mit der Form (68), so 
ergibt sich: 



(70) 



«(») 



yi?( 



r„-»<?c. + '«(c(') + c^ + ...+ 






Es bedeute nunmehr y^, . . ^y^ dasjenige Losungssystem des Diffe- 
rentialsystems (A), das sich ffir x^ Xq auf die Werte 

(71) y.(«o) =efr(^ 7f> + ';'" + ■;!' + • • • i« inf.) 

reduziert. Hierin bedeuten die y, yj,% y^^\ y^^\ . . . von ^ unabhängige 
Konstanten; die auf den rechten Seiten stehenden unendlichen Reihen 
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mögen entweder fQr | /Li | > Jß konvergieren oder aber die Anfangswerte 
yx(^o) asymptotisch darstellen; wenn (i seinen Strahl entlang ins 
Unendliche rückt. Man kann dann die y^ durch die Integraknatrix 
(y, J in der Form 
(72) y^- c^y^^+ • • • + c,y,, (x=i.2,...,«) 

ausdrücken, wo die Eonstanten c^y . . .yC^z. B, dadurch bestimmt werden 
können, daß man in den Gleichungen (72) fQr x den Wert x^ einsetzt» 
Wir erhalten auf diese Weise: 

/ c(i) dp) a\ 

WO sich die c|% . . ., cj'') als ron (i unabhängige Orößen im Sinne der 
Gleichungen (70) durch die Gleichungen 



(73) 



1» 

» = 1 

n 



i=l 



yi'^=2 W'^yi"'(*o) + • •• + ci'>!^?M 



IbI 



ergeben, und zwar, da die Determinante 

|yÄ>(^«OI+o 

ist, in eindeutig bestimmter Form. FUr die noch von fi abhängige 
Oröfie C| hat man 

limC,-0. 
Setzt man nunmehr 



(74) 



y(j)_c(,)y(.) + ... + c<«)j,(;), 



80 erUAt man 



(76) y^_^i.(y(0)+... + ?^) + ... + «^»,(y<«)4....+^) 



mdt _ _ 

hmT.^ — li«r„=Ö. 

DMte Dantdbog gflt ftr jeda posth« gnsadhÜen Wert 
^ ddba find die f;^ doidi die GlnrhumgmTmemt Ci3\ Hf) im 
^ittfifeatigtr Weise htmimmt Mü BfieUdit nf die 
(^i kdmwn wir abo den fiJgcndea Satz iiwuHuhiB: 

Ein iBlegrmliystera des DifferentiaUjfleiKS (A), dessem 
AmfmmgBwerte im Poiikte x ^ x^ in der Fora t"«l) fiir groBe 
Werte Ton ^ koBTergent oder ssjmptotiseli darstellbar siad, 
liBt ffir die zwisehen z^ mid h gelegenen Pnakte des x-Strakls 
nnd ffir ein den ^'Strahl entlang ins ünendliehe waeksendes 
fL eine asymptotische Darstellung zn, nnd zwar im allge- 
meinen, d. L wenn die sieh aas den GleiehnAgen (73)^ (74) er- 
gebenden f^^ nieht simtlich identisch Tersehwinden, in der 
Form 

na, y^^e".(r*-r^ + ^*'-r - iBint). 

Ffir spezirile Anfiuigswerte kann es sich ereignen, daS gfinimii da- 
ans den OIeichni^;en (73), (14 \ zn bestimmenden f^^ identisch Ter- 
schwinden. 

▼V enn z. d, 

y^^ . « = 1,1, ,i-l;»«Sl,l^ ) 

ist, aber nnter den ^'^ solche vorhanden sind, die nicht identisch ver- 
schwinden, so haben wir 

Wie ans den Gleidinngen (74) herroigeht^ hat aber der Index 1 
ffir alle Werte des Index x »- 1, 2, . . ^ n denselben Wert 



Ffir gewisse lineare Differentialgleichangen zweiter Ordnung hat 
J, Horn^; die nach einem Parameter fortBchreitenden Nonnalreihen 
aa^l^estellt und nachgewiesen, daß sie ffir reale Werte der unabhängigen 
Variabein und ffir große positive Werte des Parameters die asymptotische 
Darstellung gewisser Losungen liefern. Hörn erbringt diesen Nachweis, 
indem er zunächst mit Hilfe der Methode der sukzessiven Approxi- 
mationen konvergente Reihenentwickelnngen ffir die Integrale hö^Ieitet; 

*) Msthem. Annalen B<L 62 (1899), 8. S71, 340. 
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dann jedes einzelne Glied dieser konvergenten Reihen asymptotisch 
darstellt und auf diese Weise zu der asymptotischen Darstellung der 
ganzen konyergenten Reihen gelangt. Diese Methode ^ die sich auch 
auf den Ton uns betrachteten allgemeinen Fall eines Differentialsystems 
M-ter Ordnung übertragen ließe, besitzt gegenüber der hier befolgten 
Methode .einen wesentlichen Vorzug. — Während wir nämlich (und 
zwar sowohl im Falle der parametrischen Normalreihen als auch im 
Falle der Thomeschen Normalreihen, in der zwölften Vorlesung) nur 
nachgewiesen haben, daß das Restglied der Normalreihe der Null zu- 
strebt, wenn fi (bezw. im Falle der Thomeschen Reihen x) mit einem 
festen Argumente ins Unendliche rückt, liefert die Ton Hörn a. a. 0. 
befolgte Methode'^) eine Abschätzung jenes Restgliedes, aus der her- 
vorgeht, daß die asymptotische Darstellung nicht nur für ein bestimmtes 
Argument, sondern allemal für einen ganzen Winkelraum und zwar 
gleichmäßig gültig bleibt. 

Wir bemerken noch, daß der Ton uns behandelte Fall, wo in den 
Entwickelungen (6) bezw. (8) r =« 1, äj «= 0, demjenigen analog ist, den 
wir Ar die Thomeschen Normalreihen auch ausschließlich näher 
studiert haben, nämlich dem Falle, wo das Differentialsystem fär x » oo 
vom Range Eins ist. Prinzipiell bieten die FäUe r > 1, äj > keine 
neuen Schwierigkeiten dar, es treten nur in den formellen Entwicke- 
lungen im Exponenten von e ganze rationale Funktionen höheren als 
ersten Chiles von fi auf. Auch die Fälle, wo die charakteristische 
Gleichung mehrfache Lösungen besitzt, gehen nur mit mehr oder 
weniger erheblichen rechnerischen Komplikationen einher, 

*) Die Hom übrigens auch f&r den Fall der Thomä sehen Normalreihen 
ausgebildet hat, siehe Archiv der Math, und Physik (8) Bd. 4, S. 218, Grelles 
Journal Bd. 188, S. 19; vergl. anch die S. 214 zitierten Arbeiten von Eneser und 
A. Hamburger. Femer ü. Dini, Annali di Matematica (3) t. 2, S. 297, t. 8, 
8. 126. (1899). 
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aUme fiber ThkicJithin 
DmateUoD^ der BfwfalnwHw i iiiiim und der 
tfonen. Abhingigkeit der 

dem die iiiig;ii]iren Punkte und die Wmaelii der 
ynndemeiitelgiekdmiigen nleht abhingffi. AnjmptoHerlm TterrtnlTmic 
der Tiftwingen und der Bemeofe der gnndemimtilgnlirtitationeii IGr 
grote Werte des Fenuneters. 

Wir werden in dieser Vorleeang die in bezog anf die aeymptoti- 
sehe Darstellmig der Ldsongoi eines Differentialsystems f&r große 
Werte des Parameters |i enielten Resultate aof den Fall anzuwenden 
soeben, wo das Differentialsjstem ein sebleebtbin kanonisebes ist ond 
der Parameter |i in besondrer Weise in die KoefiBzienten eingdiL — 
Wir fcbieken dieser üntersocbong einige Bemerkongen roraofly die sieh 
aof sebleebtbin kanonische Differentialsysteme fiberbaopt bezidien ond 
die ons aodi spateriiin noch von Nutzen sein werden. 

Es sei das Differentialsystem 

w ■ ^-^f.'i^ --■-■ 

Torgelegty wo 

(2) 9(^) = (^-«i)---(^-aa) 

ist und die gig(x') ganze rationale Funktionen von x ron nicht höherem 

als dem (p — l)-ten Grade bedeuten. Die Oi» . . ., a„ sind Toneinander 

yerschieden. 

Wir betrachten die algebraische Gleichung n-ten Grades 

(/,x«l,l,-.,ii) 

die uns A ab algebraische Funktion Ton x definiert Für diese Funktion 
Sl sind die a^j . . ., a^ Pole erster Ordnung. Setzen wir 

(4) Res ^'«^^=^W (r=i.v.o) 
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80 folgt aus (3) die Gleichung 

(5) |^W-d,,ReB.^a|-0. 

(.•,x«l,8,..-,«) 

Wenn wir also die Wurzeln der Gleichung (3) mit Ä, , . . ., Ä^ 
bezeichnen, so sind die 

(6) Res^^Ä^^r^") (^=1.«. .*) 

nichts anderes als die Wurzeln der zu x=- a^ gehörigen Residuen- 
gleichung des Differentialsystems (A). — Ebenso ist fOr den unendlich 
fernen Punkt a? — <x> — ö^^^, 



-2 



^l;)-*,,Re8.ß 



0; 



die (Größen 

(7) Res, a, lim a;a, = r^"*^) 

sind also die Wurzeln der zu x^ oo gehörigen Residuengleichung des 
Differentialsystems (A). Wir setzen im folgenden stets yoraus, 
dafi die 

weder ganzzahlige noch yerschwindende Differenzen be- 
sitzeu; so daß also die zu den singularen Punkten x^ a^ gehörigen 
kanonischen Integralmatrizen die Form 

(8) (ijW) = {{X - ay:^tp^;^{x)) (.=1,*,. ...cT+i) 

haben, wo die 9>S?(a?) in der Umgebung von x^a^ holomorphe Punk- 
tionen bedeuten, fObr die 

(9) ^{^(«Jl + O 

ist Für V ^ 6 + 1 ist natürlich an die Stelle Ton x — a^ zu setzen 
— • Aus dieser Voraussetzung folgt, daß die Diskriminante der alge- 
braischen Funktion A nicht identisch yerschwindet und daß die Punkte 
n^, . . ., a^, oo nicht zu den Verzweigungspunkten dieser algebraischen 
Funktion gehören. 

Wenn wir in der Gleichung 

(.0) z,.(«)-C^)-(|.-^) 

die ausdrückt, daß {ri^^J[) eine Integralmatrix des Systems (A) ist, filr 
die i}{^> ihre Ausdrücke aus (8) einsetzen, so erhalten wir 
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i^'^4 



Indem wir in dieser Gleichung beiderseits mit x ^ a^ multiplizieren 
und dann x — a, setzen, ergibt sich: 

(11) r^^^K))-"^"*..)«'^)) = (Ä':^- 

Yeigleichen wir diese Darstellong der (Ä\*^) mit der Gleichung 
(42) der dreizehnten Vorlesung (S. 236), so sehen wir, daB wir die 
dort mit (B[^) bezeichneten Matrizen direkt mit (v{^{a^) identifizieren 
können; anch die in den (B^^J) noch enthaltene Willkfirlichkeit (siehe 
a. a. 0.) tritt bei den (9>|^^(a^) ao^ indem nach dem Begriffe der kanoni- 
schen Integralmatrix (i}|^)) jede Zeile dieser Matrix noch mit einem be- 
liebigen konstanten Faktor multipliziert werden kann. 

Es ist nun äußerst bemerkenswert, daB die Fundamentalsubstitu- 
tionen (^\*J)f die die Integralmatrix 

X 

(12) (y*«) = (^)/C'jl^''^ + »-) 

des Systems (A) beim Überschreiten der Schnitte l^ erleidei^ in einer 
ganz analogen Form dargestellt werden können, wie die Residuen- 
matrizen {Ä[^J) durch die Gleichungen (11) daigestellt sind. 

Setzen wir nämlich in Übereinstimmung mit der früher benutzten 
Bezeichnung 

(13) (if,.)-(<^^)m> 

so ergibt sich, wenn wir in dieser Gleichung fOr x den Wert Xq ein- 
setzen, fOr den sich (jff^) auf (d^ J reduziert: 

(*«x) - «^)((^« - «/'**x):(9':-2(a:.)), 

also, da Xq ein regulärer Punkt, folglich ! fi\^^ im Punkte x^ von Null 
verschieden, und daher auch 

>ß(^o)| + 

(<,x = l,f,...,ii) 

ist, 

(14) (4^) = (9\'K'^jr\(x,-ar^':\). 
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Lassen wir jetzt x einen geschlossenen Weg beschreiben^ der den 
Schnitt {, einmal im positiven Sinne überschreitet^ so folgt aus (13) 

setzen wir hierin wieder x '^ x^ und beachten die Gleichung (14), so 
erhalten wir 

(16) (9'ß(*„))-'(e*"'"'^"«,.)(9^;>W) - (A«) 

oder, da die 

e ^ =• <o}^ 

nichts anderes sind als die Wurzeln der zu (A^^j) gehörigen Fundamental- 
gleichung, 

(15a) «>(*,))-^K^«5„)(9'J;>K)) - m- 

Es sind demnach die durch die Gleichungen (40) der dreizehnten 
Vorlesung (S. 236) erklärten Matrizen (B[^)) direkt mit den Matrizen 
(^ix^^o)) identisch. Genauer ausgedrückt, hat dieses Resultat die fol-* 
geniie Bedeutung. 

Die g>\^^{x) sind in der Umgebung von x ^ a^ holomorphe Funk- 
tionen, deren in der ümgebuDg von rr = a, gültige Reihenentwickelungen 
wir aus den Koeffizienten des Differentialsystems (A) durch algebraische 
Rechnungen herstellen können. Diese Funktionen haben keine andern 
singulären Stellen als die Punkte a^, wo i + v ist, und a; = oo. 
Denken wir uns also die in der Umgebung von a, gültigen Reihen in 
der zerschnittenen Ebene T nach dem Punkte Xq hin fortgesetzt, so 
erhalten wir in diesem Punkte wohlbestimmte Werte (P^^^(Xq)] diese 
Werte sind es, die direkt die Elemente der Matrix (Bj^^) liefern. 



Wir betrachten jetzt die Abhängigkeit der Lösungen des Differen- 
tialsystems (A) von einem Parameter fi, der in den Koeffizienten auf- 
tritt Und zwar machen wir die folgenden Voraussetzungen. 

Die singulären Punkte a^, . . ., a^ seien von ft unabhängig, da- 
g^en sei 

(16) g,,ix) - ^(^0) + ^1« + ^ + . . . in inf.), 

WO die rechter Hand auftretenden Reihen für 

(17) 1^1 >iJ 

konvergent sind. Dabei bedeutet R eine von o;, 04, ..., a^ unabhängige 
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OröBe. Die Eoe£Bzieiiten g/^, ^^), . . . der RePiencntwickeliingqi (16) 
seien ebenso wie die gig(x) ielbst ganze rationale Fonktionen Ton x. 
Endlich seien die Wurzeln der za den singoliren Punkten a^,-", ^p9^^ 
gehörigen determinierenden Fondamentalgleichnngen, d. h. also die Großen 

(18) r/'> « = 1,1,- ,.;» = !,«, •-.o.o + l) 

Ton dem Parameter f& unabhängig. 

Wir denken uns nun in der Oleichong (3) fBr die ^^.(x) ihre Eni- 
wickelongen (16) eingesetzt; dann befriedigt die GroSe 

<19 1 lim ~ - SF 

die charakteristische Gleichung (t^ die Gleichung (23; der vorigen Vor- 
lesung S. 252) 



(«» ^1-:.' 



-0. 



Ä*=i,s. 



Wenn — wie wir stets voraussetzen wollen — die Wurzeln df^, ..., 9^ 
f&r ein willkürliches x voneinander verschieden sind, so haben wir in 
der Umgebung von f& — cx) fBr die A^ die Entwickelungen 

(21) Ä,- fi(ar,+ i Ä,W+ . . in in£), 

wo ZSf^y A/^^ • • • ^on f& unabhängige Funktionen von x sind. 

Da die Gh-oßen (18) von fi unabhängig sein soUten, so folgt aus 
den Gleichungen (6), (7), daß 

Res^^Ä,= Res^Ä/^), (r=i.5,...,a+i) 

dagegen 
<22) -. ' ' 

ist Wir wollen aus diesen Gleichungen auf den analytischen Charakter 
der Funktionen ZSf^ schließen; analoge Schlüsse werden dann auch für die 
H^W (i=f,8,..) Platz greifen. 

Die algebraische Funktion dOf kann nur in den Punkten a^, . . ., a^, <x> 
unendlich werden, und zwar keinesfalls von höherer als der ersten 
Ordnung. Die Gleichungen (22) lehren aber^ daß auch ein Unendlich- 
werden von der ersten Ordnung ausgeschlossen ist. Die Punkte Oj , . . ., a^, oo 
sind folglich Yerzweigungspunkte der algebraischen Funktion 2F, in 
denen diese Funktion von niedrigerer als der ersten Ordnung unendlich 
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"Wird. Daraus folgt, daß die Abelschen Integrale (vgl öleichong (24) 
der Torigen Yorlemmg, S. 252) 

(23) m^^fw^dx 

den Charakter von Integralen erster Gattung haben.*) Hieraus 



i^i.-(»Ux + ^+-i»i»f-)-. i^;'-«l;'+<»i;>*+yJ3*'- 



*) Zur JUustration dieser Yerh&ltiUBse diene das folgende Beispiel, wo n»2, 
«a>8 genommen wird. Es ist 

Wir setzen _ 

_ Ä9(a?) = Ä; 

dtan genfigt Sl der Gleichung 

(«) ß* — Ön + 9tt)^ + 9u 9tt — 9it9tx = 0, 

mid es ist 

(»'-1.«.«) 

Resaoß »B _ lim xSl ^ — lim —= ^ endlich. 



XssOD Xrsoo 



«■ 



— Sl 

Es sollen ^Ca,) nnd lim — | von fi unabhängig sein. In (a) ist ^^^ +^tt ®i^® 

Fonktion zweiten Gerades Ton x^ in der der Koeffizient von x* von ft unabhängig 
ist, und die ffir « — Ol , Ol , o, von ft unabhängige Werte annehmen solL Daraus 
folgt, daß g^i -f g^f überhaupt nicht von fi abhängen kann. Der Koeffizient 
^it ^tt — ^tt ^11 i^ i"'^) ^^ ®i^® ganze Funktion vierten Grades von x; es sei 

^ii^ff — ^iifl'ii-=^'(ö^o + y + ^ + ••• i^ "^)» 

dann wird 

G^^ix — a^){x — a,)(a; — <H){a^x + p^) , 

ö^i — (« — ai)(« — ai)(« — «8)(ai«+ A), 
(r, = beliebig, 

Da ^0) ^ p<0) s ist, so ergibt sich 



da aber lim dP0 «= und folglich a^ = sein muß, so finden wir endlich 

XBOO 

const. 

V(« — «i)(« — Ol) (« — «») 
Sohlet in g«r, UiMar« DifferentUlglaiohangen. 18 
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kann man rfickwarts den Schloß ziehfln, daß die Punkte Oj, . . ., a^ od 
die einzigen Verzweigungspnnkte der Fnnktionen 9^, . . ., 9, aiiid. 
In der Gleichung (20) lantei der Koeffizient von W^^ 

^ qp~( X) " ' 

da für dieae rationale Funktion die zu den Polen a^, . ..y a^, od ge- 
hörigen Residuen verschwinden und der Zahler von niedr^jerem Grade 
ist als der Nenner, so ist diese Funktion identisch gleich Null; wir 
erhalten also in Übereinstimmung mit einem bekannten Satze 

(24) ^sy,= 0. 
Wir bilden uns nun die Gleichungen 

(25) ^"••^[■^'^-*'«''^'] = ^' «-^».-.•) . 
ans denen sich die Yerhsltnisse der GrSBen 



als algebraische FunktioneD von x bestimmen lassen. L^ man dem 
X einen Ton Oj, . . ., a„, <x> Terschiedenen Wert bei, so folgt nadi 
Division durch fi 



-0; 



1=1 

wir finden also, abgesehen von einem Ton X unabhängigen Proportiona- 
litatsfaktor, 

(26) ua-^ufl + ^^ + ^minl, 

wo, in Übereinstimmung mit den Bezeichnungen der vorigen Vorlesung, 
die Verhältnisse der uf^ durch die Gleichungen 



w j'"Ä'(,%,-<'-=.)-« 



(X«!,«, 



bestimmt werden. 



es ist also in der Tat 

/* const. dx 

ein Integral erster Gattung. 
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Wir antersachen jetzt die ü^^ in einem der E^mkte x='a^. Wenn 
wir die Gleichungen (25) mit x -- a^ multiplizieren und dann x^ a^ 
setzen, so ergibt sich zufolge der Gleichungen (4) und (6) 

n 

(28) ^'♦a(«,)(4']-«.,r,W)-0. 

Es sei in der durch die Ungleichung (17) dargestellten Umgebung 
von ft = oo 

(29) ^(;).^^) + ^ + ^; + ...üiinf.), 
also 

•(30) «'2-lim(a:-a,)-^,-Re8, ^J'- 

Da die r\^^ von dem Parameter fi unabhängig sind, lauten die 
Gleichungen (28) 

wir finden also — natürlich auch wieder tob einem ProportionaliiätB- 
faktor abgesehen — 

(31) uM - uf^ K) + i- ««(a,) + • • • , 
wo (TgL die Gleichungen (28) and (22)) 

n 

(32) y^u'/^iaMl-O 

ist. — Die dharfdd^ristische Gleichung (20) schreiben wir in der Form 



{x-a,)-ö,^m'{x-a,) 



0; 



setzen wir dann x ^ a^, so folgt mit Rücksicht auf die Gleichungen 
(22) und (30) , daß die sämtlichen Wurzeln der zu der Matrix (tf[;>) 
gehörigen Fundamentalgleichung yerschwinden. Es ist also jedenfidls 

(<,x, = l,2, ,n) 

80 daß sich aus den Gleichungen 

(33) ^v.^'^an-O (x=i..,.-..) 

18* 
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die Yerhaltiiisse der v^^y ..., vj^ bestimmen bsaeiL Wir können 
folglich (t^ (32)) 

(34) <{W-^'^ 

nehmen, so daß sich die Werte der Funktionen y^ in den Punkten a, 
als Ton dem Index i unabhängig erweisen. Nadi (31) ist also 

(35) ««(«,)-«/" + 7 «i?(«.)+-- 

Wir bemerken noch, daß zufolge der Gleichungen (11) die 9>i«K^v) 
denselben Gleichungen (28) genügen wie die Uf^(a^'j wir kOnnen dijier 

setzen und die Gleichungen (35) in der Form 

(35a) 9Ö(«,)-<"+J <.'(«,)+•• 

schreiben. 

♦ 

Wir gehen jetzt an die asymptotische Darstellung der Lösungen 
des Systems (1) fGLr große Werte Ton fi. 

In der vorigen Vorlesung haben wir (S. 256) einen rr-Wert regulär 
genannt, wenn er weder ein singularer Punkt des DilFerentialsystems 
noch ein singularer Punkt der algebraischen Funktion dOf war. Nach 
einer oben gemachten Bemerkung ist ein regulärer Punkt in dem jetzt 
Torli^enden Falle einfach dadurch charakterisiert^ daß er mit keinem 
der Punkte o,, . . ., a^, oo zusammenfällt 

Es bedeute y^, . . ., y, ein Lösungssystem des Differentialsystems 
(1), das fOr den regulären Punkt X'^ x^ Anfimgswerte annimmt, die 
durch die Reihen 

(36) e^r(y(;) + ?|?-+...ininf.) 

dargestellt werden. Diese Reihen mögen entweder f&r | ft | > JR kon- 
vergent sein, oder, wenn ft seinen Strahl entlang, d. h. mit bestimmtem 
Argumente dem unendlichen zustrebt, jene AnfEingswerte der yi^ •••} y« 
asymptotisch darstellen. Legen wir dann von dem Punkte x^ aus einen 
o;- Strahl, so gelten nach den Ergebnissen der vorigen Vorlesung fBr 
die y^y - - -j Vn ^™ allgemeinen die asymptotischen Darstellungen 



wenn x einen Punkt des a;-Strahle8 bedeutet, der zwischen x^ und 



(37) y,oo<f«-.+)'(yW + ^ +-ininf.), («=i.i. .-) 
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dem auf diesem Strahle befindlichen, dem x^ zunächst gelegenen singa- 
lären Punkte liegt Dabei ist (o^ als dasjenige der Integrale 



fdx 



(38) (Oi^ j m^i 

zu wählen, wofQr 

(39) «(«yi6*l^)>«(ar^6«^-i) (x=«.s, ,•) 
ist, wenn 

(40) e-Argft + Arg(a?-rCo) 

gesetzt wird. — Nun ist aber zufolge der Gleichung (24) 

n 

es ist also fOr dasjenige ZJ^y das der Ungleichung (89) genügt, 
9l(jßie^V'^) und folglich auch 9{(fiCDi) wesentlich positiv fOr alle 
rc-Pimkte des rr- Strahles zwischen x^ und dem zunächst gelegenen 
singulären Punkte. — Eine Änderung des a;-Strahles und des fi-Strahles 
kann bewirken, daß in der Ungleichung (39) nicht mehr W^y sondern 
ein anderes ISf^ auf der linken Seite erscheint, d. h. die erste Stelle 
einnimmt; dann treten in den asymptotischen Darstellungen (37) das 
betreffende co^ imd die zugehörigen yf^, yf>y ... an die Stelle der 
(Dj, yflf y^^j, . . ., und es ist, für die in Betracht kommenden ft- und 
a;- Werte, 9{(fccD^) wesentlich positiv.*) 

Denken wir uns jetzt die von den singulären Punkten a^, , , ., a„ 
nach dem unendlichen geführten Schnitte l^, . . ., l^ längs der den 
Punkt Xq mit den Punkten o^, . . ., a„ verbindenden Strahlen gelegt, 
so wird der Bereich T mit dem zu dem Punkte Xq als Mittelpunkt 



*) Wir bemerken, daß, wenn 9{(^o>^ für ein gewisseB festes Argument von fi 
positiv ist, dies natürlich auch für solche Argumente von n der Fall sein wird, 
die in hinreichender Nähe jenes festen Argpimentes liegen, so daß also die fQr 
^1» • • -9 Ifn erzielten asymptotischen Darstellungen allemal in einem zweidimen- 
sionalen Winkelraome von n gültig sind. Diese Bemerkung ist darum von Wich- 
tigkeit, weil sie zeigt, daß die folgenden Schlüsse nicht nur dann gültig sind, 
wenn ft mit einem festen Argumente, d. h. also längs einer Kurve, die eine be- 
stimmte Asymptote besitzt, dem Unendlichen zustrebt, sondern auch, wenn die 
Annäherung in einer willkürlichen Kurve erfolgt. Ann&herungskurven, die den 
Punkt fi = oo umkreisen, können ausgeschlossen werden, da es sich ja um Funk- 
tionen handelt, die in der Umgebung von fis=oo eindeutig sind. 
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gehdrigen Stern von Mittag-Leffler identbch ma, mid wir köimeii 
das folgende Theorem aoflqRreehen: 

Die Elemente eines Lösnngssystems y^, ••-» y« des Diffe- 
rentialsystems (1), deren Anfangswerte im Punkte x^ durch 
die Reihen^) 

yd) 

(36a) yW-|--f- -I-... in inf. r«=i,i, ,•> 

asymptotisch (oder konyergent) dargestellt werden, wenn /i 
in einer gewissen, übrigens beliebigen Richtung ins unend- 
liche geht, werden für jeden rr-Wert, der innerhalb des zunt 
Punkte Xq gehörigen Mittag-Lefflerschen Sterns gelegen ist, 
mit ins Unendliche wachsendem f* im allgemeinen selbst 
unendlich groß. Nur solche Integralsysteme, deren asympto- 
tische Darstellungen (37) nicht zu demjenigen 'S5^ gehören, 
für das ^(jtto^ den größten Wert hat, können dem Grenz- 
werte Null zustreben oder auch für spezielle Argumente yon 
fft Töllig unbestimmt werden. 

Wir betrachten nun den Fall, wo sich die Variable x auf einer 
Ton x^ ausgehend«! gebrochenen Linie bewegt; wir können uns 
dabei auf solche Linien beschranken, die nur einen Enickpunkt be- 
sitzen. Es möge also x yon x^ aus auf einem Strahle nach x^ und 
dann yon x^ aus auf einem andern Strahle nach x^ gehen; das Argu- 
ment des Parameters /i denken wir uns ein für allemal fixioi. Das 
Integralsystem y^, . . ., y„ dessen Anfangswerte für x » j;^ durch die 
Reihen (36 a) dargestellt werden, besitzt längs des ersten Strahles eine 
asymptotische Darstellung 

yflix)+~ — +...inin£j, («=1,1.. .«) 

wo, allgemein gesprochen, m^ so beschaffen ist^ daß auf diesem ersten 
Strahle 9{(/ao}|) am größten, also positiy ist. Wir haben also für die 
Werte der y^ im Punkte x^ die asymptotischen Darstellungen 

(41) y,K) 00 e^«.<'^(^«)(^i) + ^^ + • • • in int). 

Es sei nun längs des zweiten (yon x^ ausgehenden) Strahles 



X 



*) Wo wir jetzt y — genommen haben. 
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und o/ dasjenige der to^, . . ., o»/, f&r das 91 {^(of) den größten Wert 
nnter allen ^{^mf) hat. Dann ist im allgemeinen für alle auf x^ 
folgenden regulären Punkte des zweiten Strahles 

y^{x) CO a"(V(')+«. W) (y(0)(a:) + i- yf^l (rr) + • • • in inf.) , . 

wo die y^l(x), y ?«(*); • • •; JMkjh der in der vorigen Vorlesung ge- 
gebenen Vorschrift y in der Weise zu bestimmen sind, wie es die in 
den Gleichungen (41) enthaltenen asymptotischen Darstellungen der 
An&ngawerte der y^, . . ., y,, im Punkte x^ erfordern. 

Wenn also der Punkt x mit dem Punkte Xq durch eine keinen 
singulären Punkt enthaltende gebrochene Linie mit beliebig vielen 
Knickpunkten verbunden ist; so werden die Werte des Integralsystems 
y^, . . ., y^; die in x durch analytische Fortsetzung längs jener ge- 
brochenen Linie zum Vorschein kommen^ im allgemeinen in der Form 

y^(x) oo e^ («.<») + p) (yf];(x) -h - yW (a;) + • • • in inf.) 

(x= 1,2, ■..,!•) 

asymptotisch darstellbar sein^ wo p eine Eonstante bedeutet , und wo 

^[(i{(o^(x)+py\>o 

ist. Die (Oi{x), ^^}{x), yJVW? • • • ^^* ™*^^ ^^ ^®^ Weise zu bestim- 
men^ daß in einem jeden Enickpunkte der gebrochenen Linie die 
asymptotische Darstellung längs des daselbst ausgehenden Strahles 
denjenigen Anfangswerten gemäß herzustellen ist, die durch die längs 
des in jenem Enickpunkte endenden Strahles gültigen asymptotischen 
Darstellungen gegeben werden. 

Wir sehen also, daß ein Litegralsystem, das in einem regulären 
Punkte x^ Werte annimmt, die durch asymptotische Reihen von der 
Form (36) dargestellt werden können, die Eigenschaft hat, daß jedei* 
Zweig dieses Integralsystems in jedem regulären Punkte x eine 
asymptotische Darstellung von derselben Form zuläßt, und wir werden 
diese Darstellung dadurch erhalten, daß wir den von x^ nach x hin- 
führenden Fortsetzungsweg durch eine ihm äquivalente gebrochene 
Linie ersetzen und filr diese in der oben beschriebenen Weise ver- 
fahren. Da eine Funktion nur auf eine Weise asymptotisch dargestellt 
werden kann, so erkennen wir, daß die in x erzielte asymptotische 
Darstellung von der Wahl der zu ihrer Herstellung benutzten ge- 
brochenen Linie unabhängig ist, sofern wir nur solche gebrochene 
Linienzüge zulassen, die einander und dem Fortsetzungswege äquiva- 





•'42?. 



A' u^^^* 



-Ic^^^fc-^ mmCI 



i4& 



«-•A >' 



Ä - 



& r^ düe Werte 

lada X TCMi dcfli Wcft» itm ladex t 
Wir yhHrff Vmamm mroidast, daS veam der Parameter ^ 
■Dil «riaeiD beliebigem ArgaaieBte^ ias üaeadlieke rlckt, im 
allgemeiaen die liaitliebeii Eleaieate A^^ der Famdaaieatal- 
fabftilatioaeii aaeadlieb werdea. 

Bm; v:r weiter gehen, kafipfea wir aa die I lumlla B ya (42) 
ao<ii eiJM; B^aMrlnaig. 
IlK Wvxela 



* T«fgi iaens die Fufeote luif S. 177. 
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d^ zu dem Punkte a^y oder was dasselbe heißt^ zu der Matarix (A^/]) ge- 
liSrigen Fundamentalgleichuiig 

|AW-*,,a,|-0 

sind zufolge unserer Voraussetzung ?on dem Parameter fi unabhängig. 
Daraus folgt, daß die durch die linearen Oleichungssysteme 

(44) y] m (aW - «ax^^^^'H - e.««!.«. • .») 
itT ^ ' ■ 

bestimmten Verhältnisse der 

(45) BW, BW,..., BW 

einer asymptotischen Darstellung von der Form 

(46) «0 + ^ «1 H '^'^' 

fähig sind. Die Größen (45) sind aber offenbar mit den in der dreizehnten 
Vorlesung ebenso bezeichneten Elementen der Matrizen (B|^)) identisch, 
die die Substitutionen (A^^)) auf ihre kanonische Form 

(B};>)(AW)(BW)-»-(*,,a«'"^i'^ 

transformieren, sie stimmen also nach Gleichung (15a) (S. 271) mit 
den Werten ^{^(^o) überein, wo die 9^2 (^) ^® ^ ^®^ Umgebung von 
0? — a, holomorphen Faktoren der Elemente der zu x » a, gehörigen 
kanonischen Integralmatrix {rf^^) bedeuten (siehe die Gleichungen (8)). 
Denken wir uns die Verhältnisse 

(47) i?l?:i?S:---:izl') 

gebildet, so sind also die Werte dieser Verhältnisse im Punkte x^ einer 
asymptotischen Darstellung von der Form (46) fähig. Wir verbinden 
nun die Punkte x^ und a^ durch eine ganz innerhalb unseres Polygons 
verlaufende gerade oder gebrochene Linie; dann sind jene Verhältnisse 
(47), nach dem Vorhergehenden, bis in jede beliebige Nähe des Punktes 
a, asymptotischer Darstellungen fähig. Die Darstellungen, die den in a, 
einmündenden Strahl entlang gültig sind, gehen aber, wenn x in den 
Punkt a, hineinrückt, formell in die Verhältnisse der auf den rechten 
Seiten der Gleichungen (35) auftretenden Reihen über. Diese letzteren 
Reihen stellen die Werte yj^C^r) — ^^^ einem Proportionalitätsfaktor 
abgesehen — in einer gewissen Umgebung von ft = oo konvergent 
dar, wir können also sagen: 

Die Verhältnisse der Elemente der zu einem singulären 
Punkte a^ gehörigen kanonischen Integralmatrix des Diffe- 
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rentiBlfTstems (1) sind längs eines jeden in dieton Punkte 
einmündenden Strahles einer asymptotischen Darstellung für 
große Werte Ton fi HLhig, nnd diese Darstellung bleibt in 
jenem singularen Punkte a, selbst gfiltig, indem sie daselbst 
in eine konrergente Beihenentwiekelnng ftbergehl 

Wir wenden uns jetxt wieder zn dem oben anlg es t allten Smkmt 
mrfick, wonach die Afy im allgemeinen unendlich werden, wenn der 
Parameter fi in beliebiger Richtung dem Unendlichen zustrebt Dieser 
Satz kann nimlidi noch scharfer gefeißt werden. 

Wenn wir in der Fundamentalgleichung 

f&r die A[^ ihre asymptotischen Darstellungen (42) ein o e iaan , so folgt, 
indem wir f* in der oft bezeichneten Weise ins Unendlidie rücken 



.<;- *#,^'^^'i'^ lim e""i -0. 

Es sind nun die folgenden Falle in Betracht zn ziehen: 

L Es kann 

lim «-"',-—0 {im^ux ,n) 

sein. In diesem Falle ist also 

lim A[5 = oo, (/,«=i,i. .» 

und die Wurzeln der zu der Matrix {a^^J) gehörigen charakteristiscben 
Gleichung sind insgesammt gleich NulL Dieser Fall ist der allge- 
meine, wo nämlich die asymptotischen Darstellungen aller Aj^ zu 
demjenigen o^ gehören, fBr das 9{(fAiDi) am größten, also positir ist^ 
nnd wo demnach die 

Ton dem Index % unabhängige Werte besitzen. 

IL Der Fall, daB alle c^'i mit wadisendem fi unendlich großen 
Grenzwerten zustreben, ist ausgeschlossen, da die zu der Matrix (oj^) 
gehörige charakteristische Gleichung keine unendlich große Wurzel 
haben kann. 

DL Es ist 

lim e-^'/ ^ 0, 

wenigstens fBr einen Wert des Index i\ dann sind die Grenzwerte der 
mit diesem Index i behafteten Aj^^ unendlich groß. 
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IV. Es kann 

lim c"'*'« = 1 

/US» 

d. L also 

ft— (i^i,«.. ,••) 

sein. Wenn dieser Fall für einen oder mehrere der Werte 

v - 1, 2, . ., <y + 1 
eintritt, aber nicht fOr alle, so können die betreffenden A^);) den end- 
lichen Grenzwerten aJJ zustreben, und die ^^V^^*^^ sind dann die 
Wurzeln der zu der Matrix (aj^)) gehörigen charakteristischen Gleichung 

|ag-*,.pi-0. 

In diesem Falle muß also die Determinante | a(^> | der Matrix (a^.^^) 
Ton Null verschieden sein. Daraus folgt aber, daß diese Matrix mit 
der Matrix (y^^H^o)) übereinstimmt, d. h. daß die asymptotischen Dar- 
stellungen der AJ5 ftlr i = 1, 2, . . ., n zu den n verschiedenen 
(Dg(i « 1, 2, . . ., n) gehören. Denn wenn filr zwei verschiedene Werte 
von t etwa » =■ 1, t >— 2 die asymptotischen Darstellungen der A^*'^ A^*'^ 
zu einem und demselben (0^ gehörten, so wäre 

SO daß sich die o^*], oijH nur durch einen von dem Index x unab- 
hängigen Faktor unterscheiden würden, die Determinante |a(^2! ^^^^^ 
also gleich Null. — Für einen Wert von v, für den dieser Fall nicht 
eintritt, gibt es unter den A^^j dann noch immer solche, die dem 
Grenzwerte unendlich zustreben. Wir haben ako nur noch den Fall 
zu betrachten, wo: 

V. die unter IV. besprochenen Verhältnisse für alle i/=l,2,...,<y+l 
stattfinden. In diesem Falle sind die Integrale 



f> 



dSf^dx, 

erstreckt längs der von Xq ausgehenden und die Punkte a, einzeln ein- 
schließenden geschlossenen Polygone, gleich Null. Es verschwinden 
folglich die sämtlichen Periodizitätsmoduln der Integrale erster Gattung 
Of, diese Integrale erster Gattung sind also selbst identisch gleich 
NulL Es hat also die charakteristische Gleichung (20) die t^fache 
Wurzel NulL 

Wir hatten von vornherein die Voraussetzung gemacht, daß die 
eharakteristische Gleichung (20) für ein unbestimmtes x n voneinander 
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Tenehiedene Wnxzdn bentzen toll, und luiben mter diesor YanaMB- 
fetmng die fonnellen Entwiekefamgeii (S5) der Tienehnten Vo riewm g 
(8. 253) u^estellL Um jedoch den jcM in Bede eleliflnden FaU toU- 
etiadig m eiiedigen, mfiMen wir die Mög^üdikeit ine Ange fiwim, wo 
zwmr die m^, -- f^m ^wwitKdi yerediwinden, g^cfawoU aber fi Sysieme 
fbrmdler Entwiekehmgoi ron der Form (25) der ycnigai Yorleeimg; 
d. 1l Ton der Form 

(48) ^ + ^- f<i> + - • . in in£ (i^.-i.«, - ..) 

TOiiiflnden sind, für die die Determinante jf^| nicht identisch Ter- 
adiwindet Süden wir mit den Entwickelnngen (48) fonndl die deri- 
Tierte Matrix 



J>,(lf!^+}^lf?J+'-inmL), 



ao erhalten wir f&r die Elemente dieaer Matrix formelle Entwickelangmi 
Ton der Form 



«{V+ '-a?J + ^,(^, + --minL, 



nnd diese mfiaaen, da die Reihen (48) formell dem Differentialsyatraie 
(1) genfigen^ mit den Entwicklungen der Koeffizienten 

a ^ -•-'^ — 

übereinatimmen. Wir finden somit, daB in den fBr \n\> R konver- 
genten Reihen (16) die g/jf^J insgesamt wegfidlen mfissen; in diesem Falle 
ist also der Ponkt fi » oo eine Stelle, in deren ümgebnng die Koeffi- 
zienten des Differentialsystems holomorph sind. Es sind folglich nach 
dem Horn-Poincar^schen Satze (S. 242) die Entwickelangen (48) in 
diesem Falle fOr große Werte von fi konvergent 

VL Der Fall, daß in einzelnen oder in allen Größen np^ nur die 
realen Teile verschwinden, die Koeffizienten von Y^ 1 aber von Null 
verschieden sind, kann nur fOr gewisse Ansnahmewerte des Arguments 
von ^i eintreten. Für diese nahem sich die A{^^ bei wachsendem fi 
fiberhaupt' keinen bestimmten Gh^nzwerten an, sondern sind f&r limfi->oo 
völlig unbestimmt. 

Wir fassen die Ergebnisse dieser Vorlesung, soweit vrir sie ffir 
unsere weiteren Untersuchungen anzuwenden haben werden, in den fol- 
genden Lehrsatz zusammen. 

Wenn die Koeffizienten des schlechthin kanonischen 
Differentialsystems (1) von einem Parameter n so abhängen, 
daß die ^^^ in der Umgebung von fi = oo eindeutig sind und 
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in fi — oo einen Pol besitzen, während die singulären Punkte 
Ol,..., a^ und die Wurzeln der zu a^,,..fa„, oo gehörigen de- 
terminierenden Fundamentalgleichungen (die wir ungleich und 
nicht um ganze Zahlen yoneinander yerschieden yoraussetzen) yon fi 
unabhängig sind, so werden, wenn fi ins Unendliche rückt, 
allemal einige der Elemente der zu der Integralmatrix 



ß 






dx + d.^ 



gehörigen Fandamentalsabstitutionen (A^'J) (»-1,1, ••,o+i) eben- 
falls anendlich oder TöUig unbestimmt. Das letztere kann 
nar ffir spezielle Argumente Ton (i eintreten. 




Seehzehnte Vorlesuig« 

Kontinaitilmielliode. Beweis der Lösbezkeit dee Biemanneehen 
ProbleniB. VolgßnxngCftL. Die InTezeen der gangen. 
Fimktionen E^^K Sin allgemeinee Theorem über die 
liöenng dee Biemanneoiien Ftobüems dnrA die Fnchseohea 
reihen, wenn die KonTergenxbedingongen erfüllt sind. Zwei Be- 
merkungen. 

Wir haben jetzt die Hilftmittel bereit gestellt, deren wir bedüdfen, 
um den Nachweis zu f&hren, daß das in der dreizehnten Vorlesong 
(S. 229) formulierte Riemannsche Problem stets eine Lösung zulaßt. 
Bei diesem Nachweise bedienen wir uns der sogenannten Eontinnitäts- 
methode, deren Prinzipien F. Klein und H. Poincare entwickelt und 
zum Beweise des Fnndamentaltheorems der Theorie der Fnchsschen 
Funktionen benutzt haben. Das Wesen dieser Methode besteht im 
folgenden.*) 

Man denke sich zwei reale Mannigfaltigkeiten Jf und 9R von 
g^icher Dimensionszahl q, die Koordinaten eines Punktes yon M seien 
^tf'-'y ^q9 ^^ eines Punktes Yon 9R seien 1^, . . ., £^. Diese beiden 
Mannigfaltigkeiten seien so aufeinander bezogen, daß Si^ . . .y I, analy- 
tische Funktionen der realen Yariabeln z^,. . .^ x,^ 

sind, und daß jedem Wertesysteme x^, . . ., x^, d. h. jedem Punkte der 
Mannigfaltigkeit M ein bestimmtes Wertesystem Si^ . • ., I,, d. h. ein 
wohlbestimmter Punkt der Mannigfaltigkeit Tt entspricht Femer sei 
bekannt^ daß keinem Wertesystem ii, - - -fi^, d. h. keinem Punkte 70n 
9K, mehr als ein Punkt (X|, — , x^ der Mannigfaltigkeit M entsprechen 
kann. Wenn dann die Mannig&ltigkeit Jlf eine geschlossene ist, 
d. h. keinen Rand besitzt, so kann man schließen, daß auch umgekehrt 
jedem Punkte (Jj, . . ., 5^) von 3R ein Punkt (x^, . . ., x^) von M ent- 
sprechen muß. Dabei ist zu bemerken, daß nach einem Satze von 

*') Poincar^, AcU Mathem. Bd. 4, 8. 238, 276. 
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Biemann*) nur Mannigfaltigkeiten yon q — l Dimensionen den Rand 
einer Mannigfaltigkeit von q Dimensionen bilden können. 

Wir betrachten ein schlechthin kanonisches Differentialsystem 



■;§ 



und &8sen einerseits die n^ö Elemente der Residnenmatrizen (Ai^j^), 
andererseitB die n^ö Elemente der Fnndamentalsubstitutionen (A(*2)^ die 
zu der Integralmatriz gehören, die sich für x^x^ auf (d^ J reduziert^ 
ins Auge. Die Lage der singularen Punkte o^, . . ., a„ und die von 
diesen aus nach dem Unendlichen hingelegten Schnitte l^f 'yl„ ebenso 
wie die Lage des regulären Punktes x^ denken wir uns ein für allemal 
fixiert. Es gehört dann zu jedem endlichen Wertesystem der Af^l ein 
wohlbestimmtes Wertesystem der Aj.^j' ^^ durch die ganzen transzen- 
denten Funktional 

(GL (17) der vierzehnten Vorlesung, S. 245) geliefert wird, und für 
das die Determinanten I A(*2 1 nicht verschwinden. — Die Frage nach der 
Lösbarkeit des Rie mann sehen Problems kommt, wie wir bereits 
(a. a. 0., S, 250) hervorgehoben, darauf hinaus, ob, wenn die A\^l alle 
endlichen Wertesysteme durchlaufen, die Funktionen E[*l auch alle 
möglichen Werte der A^*^ durchlaufen werden, für die die Determinanten 
l^ixl ^^^ N^^ll verschiedene Werte haben. Wir haben auch schon 
bemerkt^ daß wir die Variabilität der A\*'l auf einen Fundamental- 
bereich der ganzen transzendenten Funktionen E^*l beschränken können 
(vgL S. 247), innerhalb dessen diese Funktionen jedes Wertesystem, 
dessen sie überhaupt fähig sind, nur ein einziges Mal annehmen. Wir 
können aber, da der „leichtere Teil'' des Riemannschen Problems 
(vgL die dreizehnte Vorlesung, S. 236 ff.) als erledigt gelten kann, die 
-4j^2 ^0^1^ weiter beschränken. — Immer unter der vereinfachenden 
Annahme, daß die Fundamentalgleichungen der Matrizen (A(^2)> • • •> (^ix^) 
und 

(A("/')) = (A('))-'...(A(;))-i 

lauter einfache Wurzeln (o\*^ besitzen, können wir immlich die A\^l 
stets so einrichten, daß die Wurzeln r<'^ der zu a^, . . ., a^, oo gehörigen 
determinierenden Fundamentalgleichungen mit den o^T^ durch die 
Gleichungen 

•) Werke (189«), S. 4SI. 
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▼erbnnden sind^ cL h. wir können die f{'^ selbst als Ton yorn- 
herein fest gegebene Großen ansehen. Die Fixierong dieser 
Größen drückt sich in der Weise ans, daß die Ä^'l gewissen algebrai- 
schen Bedingungsgleichnngen zu genügen haben; durch diese Bedingungs- 
gleichungen wird aus der Mannigfaltigkeit aller Ä\^]> eine algebraische 
Mannigfidtigkeit M ausgesondert, die, wie wir in der dreizehnten Vor- 
lesung gesehen haben (S. 237), noch yon N willkürlichen komplexen 
Parametern abhangt und folglich als reale MannigfiJtigfceit au%e£EiBt 
2^- fach ausf^ehnt erscheint. Natürlich ist die Mannigfaltigkeit M 
in einem wohlbestimmten Fundamentalbereiche der Funktionen E^*^ 
enthalten. 

Wenn wir die Ä\^l auf die MannigfiJtigkeit M beschranken, 
so haben die entsprechenden Wertesysteme A^^^ der Funktionen M/^ die 
folgenden Eigenschaften. Die Wurzeln der zu den Matrizen (Aj/^) ge- 
hörigen Fundamentalgleichungen sind die festen Größen 

(1) «*^^^'i'^-CD(r); (i-M,--.«; r-l.l;...,a+l) 

die Determinanten jA^^M sind folglich von Null yerschieden; die A^^ 
hangen demzufolge noch yon N komplexen, d. h. 2^ realen Para- 
metern ab (ygL die dreizehnte Vorlesung, S. 237), die aber ihrerseits 
durch die ^(^, d. h. durch die 2^ realen Koordinaten der Punkte yon 
M eindeutig bestimmt sind. Wir bezeichnen die MannigMtigkeit der 
(AJ^J), die heryorgeht, wenn die {A^/D die Punkte yon M durchlaufen, 

durch W. 

Neben diese Mannigfaltigkeit SDt stellen wir jetzt die auf die fol- 
gende Weise definierte Mannigfaltigkeit SR. Aus der Mannigfaltigkeit 
der n^6 willkürlichen komplexen Größen AJ^^ (<,x=i,2,...,«; »=1,2,..,«; 
sondern wir diejenigen Ghrößensysteme aus, für die die Fundamental- 
gleichungen 

|Ajrj — d^^öl = . (« = 1,8... -.o + i) 

die Wurzeln (1) besitzen; dabei ist (A^^^^^) durch die Gleichung 
(A("/«)-(A(>))->...(AW)-^ 

bestimmt. Die Gesamtheit der so erklärten (A^^^) ^^^^^ ^^ Mannig- 
faltigkeit 3J{; diese ist also aus der Mannigfaltigkeit aller (Aj/j) 
durch algebraische Gleichungen zwischen diesen Größen ausgesondert. 
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flie hangt von N willkürlichen, komplexen, d. h« yon 2^ realen Panr 
meiern ab, ist also von 2^-ter Dimenaion« Die Mannig£Edtigkeit SR 
ist jedenfalls in 3Sl enthalten, und wir haben jetzt zwei Möglichkeiten 
ins Auge zu fassen: 

a) Die Mannigfaltigkeit 3JI ist mit der Mannigfaltigkeit JDl identisch. 

b) Die Mannigfaltigkeit 3Sl bildet nur einen Teil der Mannig- 
faltigkeit SR. 

Wenn wir zeigen, daß die Möglichkeit b) auf einen Widerspruch 
fahrt, so wird der Nachweis geliefert sein, daß auch der „schwierige Teil^^ 
des Biem an n sehen Problems stets lösbar ist. 

Zunächst wissen wir nach dem Fundamentallemma der dreizehnten 
Vorlesung (S. 234), daß jedem Punkt der Mannigfaltigkeit 991 auch 
nur ein einziger Punkt der Mannigfaltigkeit M entsprechen kann, so 
daß also die Punkte der Mannigfaltigkeiten M und 3il gegenseitig 
eindeutig aufeinander bezogen sind. Ferner ist, wie wir in der yier- 
zehnten Vorlesung (S. 249) gezeigt haben, die Funktionaldeterminante 
der ganzen transzendenten Funktionen 

(Gl. (17) der vierzehnten Vorlesung, S. 246) för kein endliches Werte- 
system der J^iiy *'}^nlt ^^^ ^^ keinen im Endlichen gelegenen 
Punkt der Mannigfaltigkeit M gleich Null. Daraus folgt aber un- 
mittelbar, daß die Mannigfaltigkeiten M und Srö gleich viel- 
fache Ausdehnung besitzen müssen. Es wäre also, wenn der 
Fall b) eintreten sollte, SR ein 2 j^-dimensionaler Teil der ebenfalls 
2^-dimensionalen Mannigfaltigkeit SR; nach dem oben erwähnten 
£ie mann sehen Satze müßte folglich eine Mannigfaltigkeit von (2^— 1) 
Dimensionen vorhanden sein, die die Berandung von !DT bildet, d. h. 
die die Punkte von 3R von denjenigen Punkten von 9R scheidet, die 
nicht zu 9R gehören. Wir bezeichnen diese hypothetische Mannigfal- 
tigkeit von 2^—1 Dimensionen mit ©. 

Verfolgen wir nun, auf welche Weise es sich ereignen könnte, daß 
ein variabel gedachter Punkt, aus dem Innern von SR kommend, die 
Mannigfaltigkeit @ erreicht, mit anderen Worten, wie sich ein 
variabler Punkt der Mannigfaltigkeit M bewegen müßte, damit der ent- 
sprechende Punkt von SR in einen Punkt von © geführt wird. — 
Dies kann nur so geschehen, daß der Punkt von M einen Weg zurück- 
legt, der in einem singulären Punkte der ganzen transzendenten 
Funktionen (17) der vierzehnten Vorlesung mündet. Diese ganzen 
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FmktioMi £l'2(^,...,^(«)) haben aber 
eiM amgaltfilit, wem nmdealeni ene der Yariabeln A<;1 
groi iat Ei fli8ge S die OeaamUieit der Orensstellen tub M be^ 
leichnen, f&r die dieeer Fall eintritt, d. h. Ar die miBdesten eines der 
Ji^ . CO wild. Yoft weleber Diaeaiion wird diese G iemiiiaanigfaltig - 
kitt S sein? Die Tklaache, daS ein ^(^ >- oo wird, driltkt ach dorch 
eine Gleiehnng zwischen den komplexen Koordinaten der Pmkle 
▼on Jsy abo duth swei GieKhnngen mischen dm realen Eioor* 
dinaten dieser Punkte ans: dnrdi zwei Oleiehnngen wird aber die 
Dimoisionsnhl um zwei Einheiten erniedrigt, die Oirnunannig - 
ndtigkeit ^ enthalt abo höchstens Manniglaltigkeilen Ton 3A — £ 
DinoHionen and solche aoeh nnr in endlicher AnsahL^ Nach dem er> 
wähnten Riemannsdien Satne kann also 8 keine Berandnng der 
2jr-diBeKioMlen Mannigfaltigkeit M biUen, M fit 
goachloaaene Mannigfaltigkeit anznsdien. 

Wenn an TariaU»' Punkt von Jf in eine Stdle der 
faltigkett 5 einrückt^ so werden einige ('eines oder mehrere) der A^^ 
so unendlich^ daS die Wnneln f<'> (•«m* >■: w^ut, .«-ri; der deter- 
minierenden Fmidamental^achnngen fest bleiben. Nach den Ergeb- 
nissen der Torigen Toriesong mnfi dann mhtdffstfnn eines der Ekmente 
der Fnndamentalsu b s iii iitionen (A^'^ riwnfaDs ancndlich werden, es sei 
denn, daS die A^*^ ^^Oig unbestimmt werden. Beseichnen wir mit I^ 
die Grensmannigfaltigkeit ron 9R, f&r die mindestens eines der A^ 
nnendlidi wird, so fidgt wie Torhin for S, daft £ hodistens If annig- 
fah^oten Ti» 33r— 3 Dimenäcnen enthalten kann nnd soldie anch 
nur in endlicher Amahl Wenn also ein Tsriabler Ponkt Ton Jf in 
eine Stelle vsn S einrückt so nickt da- entsprechende Ponkt tob 9E 
in eine SteDe Ton £ ein, sofem seine Koordinaten nidit roDig nn- 
bestimmt werden. 

Nnn haben wir gesdien, daS ein Punkt ron 9( in eine Stelle der 
h jpothedschen Mannigfaltigkeit S nur dadurch gelai^en kann, daft 
da- entsprechende Punkt tor Jif einen Weg zmücUegt der in einem 
Punkte Ton 5 mündet: da aber ahdsnn der Punkt T<m 9t 
SteDe Ton X einrußen mnfi« so würde fii^cm. dafi die 
«S3r — iVdimensiQttale Mannigfahi^eit S in 2? enthaltm ist; 



kt «sB £e Maad^fihsgkeEta ^3'<- S>^ter 
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steht aber mit der Tatsache in Widerspruch, daß £ höchstens Mannig- 
Mtigkeiten yon (2^— 2)-ter Dimension enttullt. Damit ist also ge- 
zeigt^ daß die Annahme b) auf einen Widersprach führt, daß folglich 
SR mit SR identisch sein muß, d. h« daß jedem Punkte von SR auch 
wirklich ein Punkt yon M entspricht. Die Lösbarkeit des Riemann- 
sehen Problems ist somit erwiesen. 



Wir wollen nun das, was wir in bezug auf das Riemannsche 
Problem bewiesen haben, präsise und übersichüioh zusammenfassen. 

Es seien die singularen Punkte o^, . . ., a„ beliebig gegeben und 
überdies Matrizen mit nichtverschwindenden Determinanten 

(Ai*i)»--..(A{:;') (',«-M. •.») 

wiUkflrlioh yorgeschrieben, fElr die die zugehörigen Fundamental- 
gleichungen und die zu 

(A(."/«)-(AW)->...(A(".))-> 

gehörige Fundamentalgleichung keine mehrfiachen Wurzeln besitzen.*) 
Wir denken uns femer in der x-Ebene die Schnitte 

gelegt und einen yon o^, . . ., a„ yerschiedenen Punkt x^ fixiert: Dann 
kann man ein schlechten kanonisches Differentialsystem 






(^) d^ ^^ y^^ «-1 

konstruieren, das die folgenden Eigenschaften besitzt. Bedeuten g}J*^> 
(ibi,!,.-.,») die Wurzeln der zu (A[/J) gehörigen Fundamentalgleichung 

A}*] — d,,lö , — 0, (r= 1, 2, • •:•, a+ 1) 

^ Diese yereinfachende Voranssetzung, die wir auch im folgenden stete fest- 
halten wollen, ist, wie hier ausdrücklich betont werden soll, weder fdr den Gang 
der Beweise noch für die Resultate yon wesentlicher Bedeutung. Übrigens bilden 
diejenigen Wertesysteme A^]^\ fSr die jene Voraussetzung nicht erfüllt ist, in der 
realen 8 n'<r- fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit aller A^^^ nur Mannigfaltigkeiten 
Ton höchstens 2n'0 — 2 Dimensionen, die also nicht einmal die yollständige Be- 
grenzung eines 2n'0-fach ausgedehnten Teiles der Mannigfaltigkeit aller AJ^ aus- 
machen können. 

. 19* 






bei in jW Mlwc fcliea mift^\)^\ tkneO» die 
Logviiknf willkürlich tttAt^m, und daui ftr 

dar FnchsidMB Bditiam 




(•=1,1, ,»-1, - 
«"■-i.-e) 

und die Integnlawbix (y^j. die föA. im Poakte x»j^ aaf (4^^ 
effilnt die Tot^oAry^boMm SiihiliMioaB (A^, .,,(A«;> 
die YanaUe x die Sduntte l|, . . ., /« dbeEKknitet Duck 
isl des Syitan (A; endemii 
Indem wir nnnmrfir dmi flb ci g d iea, einige 
cBtwidkdii, die »di am dar Lösbarkeit dea Riem annadien Pi o M e ma 
nehoi lamen, woHen wir mtdid e t at h ciToike ben, was föA. 
auf die InTenea der feamen trumuBdeDtn FnktioMn 



^■^Br^A^,.,.,A^, 



iJs Erginrimg sn dm in der Tieraebiten Yorieaang 

Situo ■ u Mi gm liAt — Die TenweBgm^^nnkfeB a^, , «, and die 

Ton ihnen ans gelegten Schnute ^, . • ., ',, cbenao anch den Anfi^gs- 
pnnkt z^ denken wir nns dabei fiiat g e geben . 

Bedentei Ä!r ngendein Wertesrstem dn- Ai«, f&r das die Dcier- 

xninanten 

(*,«= 1,1, •--.«> 

Ton Null Terschiedeii sind nnd die an den Malrizeo 

A^A - - -, ' a:?a 'Ai^^'V - ^r' - • ■ 'Ä::r * 

gehörigen Fniidaiwentalgieichnngen lanter eia&ehe Wnnefai 



:^^ 



» = 1,1. -,•; »«1,1, ^.»-»-1) 
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haben, so entsprechen diesem Wertesysteme unendlich viele Wert^ 
Systeme der Ä^^^j so zwar^ daß einem jeden der anendlich vielen Systeme 
von Determinationen der Ausdrücke 

fär das die Fuchsjche Relation 

erfüllt ist, ein solches Wertesystem der A[*l und nur eines zugehört. 
Einem jeden dieser unendlich vielen Wertesysteme entspricht dann ein 
in der Umgebung der Stelle Ai x ^ Ai « holomorphes Zweigsystem der 
inversen Funktionen J./x Ton den Ai «> das sich für die Stelle A^x » A/« 
auf jenes Wertesystem reduziert. — Über die Art, wie diese unendlich 
vielen Zweigsysteme durch analytische Fortsetzung ineinander über- 
gehen, können wir das Folgende feststellen. 

^s möge f^^^ ein System bestimmter, der Fuchs sehen Relation ge^ 

nügender Determinationen der Ausdrücke (la) und 4i» das zugehörige^ 
durch das Riemannsche Problem eindeutig bestimmte Wertesystem 
der w^j^ bedeuten. Lassen wir dann die A^*^ geschlossene Bahnen be- 
schreiben, die von der Stelle A^^ ausgehen, und die Yerzweigungs- 
mannigfaltigkeit (vergl. die vierzehnte Vorlesung S. 247, 248) 

(2) iA<;M-.0 (.=i.i.-..a) 

der inversen Funktionen umkreisen, so werden im allgemeinen gewisse 
der m^/^ von den Werten ä\*^ ausgehend geschlossene Bahnen zurück- 
legen, die den betreffenden Punkt a^^^ » umlaufen, so daß die Argu- 
mente dieser (o^^^^ einen Zuwachs um ganzzahlige Multipla von 2x er- 
fahren. Die 

werden also von den Determinationen r[/) der Ausdrücke (la) aus- 
gehend zu einem anderen System von Determinationen 

der Ausdrücke (la) übergegangen sein, wo die g\*^ positive oder nega- 
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Uwe ganze Zahlen bedeuten. Nun besteht aber die Identität (vgl. 
dreisehnte Vorlesung S. 236) 

«I • • • "n 

wenn also durch irgendwelche Umläufe der Aj^ um die Verzweignngs* 
mannigfaltigkeit (2) das Argument des Produktes a^^ . . • m^^ einen 
Zuwachs um 2yeg erfahren hat, so wird gleichzeitig das Argument des 
Produktes cd^*'+^> . . . m^^-^^^ den Zuwachs — 2ä^ erfahren; es wird folg- 
lich fElr jeden solchen Umlauf 

n tr+l 

sein, d. h. die Determinationen fj^) werden ebenfalls die Fuchssche 

Relation befriedigen. Die Werte Jl«, die die ^« angenommen haben, 
wenn die a1« nach Vollzug ihres Umlaufes zu der AusgangssteUe Ä^ « 
zurückgekehrt sind, werden also nichts anderes sein als die Residuen 
desjenigen Differentialsjstems Ton der Form (A), das dem durch die 
Fundamentalsubstitutionen aI« und die rl« als Wurzeln der determi- 
nierenden Fundamentalgleichungen bestimmten Riemannschen Probleme 
entspricht — Offenbar werden auf diese Weise alle Wertesysteme der 
Alii hervorgebracht, die zu dem yorgeschriebenen Wertesysteme A/y 
gehören, und zwar werden, solange die A^^ nur eine endliche Anzahl 
Yon Umläufen um die VerzweigungsmannigfEdtigkeit yollziehen, für die 
A^^l auch stets endliche Werte resultieren; dadurch daß man die A^^ 
unendlich viele Umläufe um die Verzweigungsmannigfaltigkeit aus- 
fuhren läßt, kann man einzelne der additiv hinzutretenden ganzen 
Zahlen ^*'> ins Unendliche anwachsen lassen, wodurch dann auch einzelne 
der ^<^j ins Unendliche wachsen werden. Daß dabei die Aj^ bestimmte 
endliche Werte behalten, steht mit dem in der vorigen Vorlesung be- 
wiesenen Theoreme (S. 283) nicht in Widerspruch, da in dem jetzt 
vorliegenden Falle die A\^^ so ins Unendliche wachsen, daß zugleich 
gewisse unter den Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen 
unendlich groß werden. — Wir sehen, daß die ganzen transzendental 
Funktionen E\*l die größte Analogie mit der Exponentialfunktion dar- 
bieten, auf die sie sich ja auch f&r n » 1, tf <— 1 reduzieren. Besonders 
bemerkenswert ist die RoUe, die die Verzweigungspunkte a^, , , ,,a„ 
spielen, die ja in den Koeffizienten der jK^^j als Parameter auftreten. 
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^ix 



(X=l,i,. •.,!•) 



Die Fundamentalbereiohe der gaiuMii tranaieiideiiten FnnktioneQ E^^l 
und die gegenseitig eindeutige Korrespondenz zwischen diesen Bereichen 
und dem Bereiche der n*6 GhroBen A(*> bleiben fOr jede anlässige Wahl 
dieser Parameter bestehen; bei einer Änderung der Parameter o^, . . ^ a^ 
ändert sich innerhalb der einzelnen Fundamentalbereiche nur das Zu- 
ordnungsgesetZy naeh dem die Punkte dieses Fundamentalbereiches den 
Punkten Aj.^ entsprechen, und weiterhin hängen die Beziehungen» die 
zwischen den yerschiedenen Zweigsystemen der inversen Funktionen 
bestehen (yergL die yierzehnte Vorlesung S. 249) , wesentlich von den 
0^, . . ., % ab. 

Wir feigen hier als formelle Analogie zwischen den ganzen trans- 
zendenten Funktionen E\*^ und der Exponentialfunktion die folgende 
Bemerkung hinzu. 

Wenn wir von dem Differentialsysteme (A) zu dem adjungierten 
Systeme 

übergehen, wo also (vergl. die zweite Vorlesung, S. 27, 28) 

BJr] — — ^W (.v« = i,i,...,m ir»i,t, >«) 

ist, so ist die Integralmatrix (5^ J des Systems (A^, die sich für rr — Xq 
auf (d|J reduziert^ die transponierte Matrix von (y^J"^ Bei einem 
Umlaufe von x, der (y^J in {c^^{yi^ verwandelt, wird demnach {e^^ 
die Substitution (e^«) erfahren, die aus (c^jt)'^ durch Transposition 
hervorgeht — Wenn wir also in den ganzen transzendenten Funktionen 
E\''l an die Stelle der Ä^'l die B^*l setzen, so bilden die 

6 Matrizen, die aus den inversen der entsprechenden Matrizen 

durch Transposition hervorgehen. Diese Eigenschaft der ganzen trans- 
zendenten Funktionen E^^l bildet das Analogen zu der durch die 
Gleichung 

g- 2 ny^A »_ ^__\ 

ausgedrückten Eigenschaft der Exponentialfunktion. 
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Wir hatten sdioii in der dieiiehntwi Yorieeiing (S.329,235) daimuf 
hingewieBen, daß aus der LöabariMÜ des Biemmnnadiea Problems du: 
SatB f<dgt, daß fär jedea Differentialayatem des FaehaaeheB Trpaa 
■ddeditliin kanoniache DifferentialByateme voriianden aind, die mit dem 
▼orgclegten DifferentialaTateme an derselben Art gdiören und weder 
anßerwesenttich aingolire Stellen noch solche singulare Stellen auf- 
weisen, in denen die Integrale wie rationale Funktionen unendlich 
werden. Wir können diesen Satz jetzt in folgender Weise priLzisieren. 
Für jene schlechthin kanonischen Differentialsy^ieme müssen die Wur- 
zeln der determinierenden Fundamentalf^ichungen*)^ mit den Wurzeln 
der zu drauBelben Punkte gehörigen determinierenden Fundamental- 
^eiehung des gegebenen Differentialsystems abgesehen Ton additiven 
ganzen Zahlen übereinstimmen. Diese ganzen Zahlen können 
nun, mit der durch die Fuchssche Relation gebotenen Be- 
schränkung, noch ganz willkürlich Torgeschrieben werden. 
— Wie wir bereits (a. a. 0.) bemerkt haben, kann dieser Satz auch 
direkt^ d. h. auf rein algebraische Weise bewiesen werden. 

Dagegen woUm wir jetzt aus der Lösbarkeit des Biemannsdien 
Problems einen weitergehenden Satz ableiten, der sich auf Differential- 
Systeme bezieht^ die nicht zum Fuchsschen Typus gehören, und für 
dessen Beweis bisher die Kenntnis der Tatsache, daß das Riemannsche 
Problem lösbar ist^ nicht entbehrt werden kann. 



Es seien in dem Differentialsysteme 

(A) ^-"il'*^'*^ *"°'*' '"" 

die Koeffizienten a^^ eindeutige Funktionen von x, die nur eine 
endliche Anzahl yon singularen Stellen a^, . . ^a^ besitzen. Wir denken 
uns aus diesen die Yerzweigungspunkte der Integrale ausgesondert; es 
seien dies die Punkte o^, . . ., a^y denen wir für alle Falle noch den 
Punkt a^^i«-oo hinzufügen. Li der Umgebung der übrigen singu- 
laren Stellen a^^i, . . ., a^ sind die Lösungen von (A) eindeutig. Wir 
legen die Schnitte (a^ <x>\ . . ., (a„, oo), dann erfahrt die LitegnJmatrix 



(yJ-(r)/(«i«rf* + *J 



*) Wir haben immer den Fall yor Augen, wo die sa den Yenweigmigs- 
punkten gehörigen Fundamentalgleichungen keine mehrfachen Wuneln betitien. 



Ein allgemeineB Theortm. 297 

beim Überschreiten des Schnittes (a^y (x>) eine bestimmte lineare Sub- 
stitation (A(;;Q> («^«1,2, • ,a)/ Dabei bedeutet wie gewöhnlich T die 
dmroh die Schnitte (a,^ oo) zerschnittene Ebene, in der die Integral-^ 
matrix (y^ J eindeutig determiniert ist — Wir können dann mit den 
Verzweignngspunkten a^y • • «i o«, und mit den Fundamentalsubstitutionen 
iHu)» * ' '9 WH) ®^ Riemannsches Problem formulieren und folglich 
die Existenz eines schlechthin kanonischen Differentialsystems 

Iml ir=l 

als gesichert ansehen, fttr das die Integfalmatrix 

(«j-(5')/(J'^d.+d,.) 

die Substitutionen (AJ;>) erfährt, wenn x die Schnitte (a^, cx>) über- 
schreitet. Das Differentialsystem (B) ist also mit (A) kogredient* 
(yergl. die dreizehnte Vorlesung S. 220), d. h. wenn wir 



(2) ^"^i?"' 

setzen, so daß also 



xhx («=^»«»- 



^Ax' 



(3) (y,,)-(«J(0 

ist^ so ergeben sich die ^^^ als in der ganzen a:-Ebene eindeutige 
Funktionen. — Diese eindeutigen Funktionen befriedigen nach der 
Bemerkung 5) der siebenten Vorlesung (S. 118) das lineare homo- 
gene Differentialsystem f^r n' Funktionen (vergl. (F) a. a. 0.) 

X — Of 

(/,x-l,S,. .,11) 

wir können also sagen, daß sich in diesem Differentialsysteme, wenn 
die a^^ Funktionen von der angegebenen Beschaffenheit bedeuten, die 
n'tf Konstanten A\^^ stets und zwar noch auf unendlich yiele Weisen*) 
so bestimimen lassen, daß dieses Differentialsystem ein eindeutiges par- 
tikulares Integralsystem besitzt. Insbesondere ist dies stets möglich^ 
wenn die a^^ beliebige rationale Funktionen Ton x sind. 






*) Indem wir n&mlich die in den determinierenden Matrizen von (B) noch 
willkürlichen additiven ganzen Zahlen zur DiapoBition haben. 




Wms dbi DiCmaiMbTiteiii (B) o^ 
kommt, dia «M dm f A}V>, . . ^ ( A};?) alt Fa 
hiy«te 0f«ppe (dM MoBodroiikgrairpe tod (A) nd (B)) 
My to luit diu IMAtwttnlqrit«! (4) aadi dmi Frob«mims«ehai 
(^mfgL dk mbmto Yotlanag 4j und 5) & 117 £) Mck nor •» ein- 
%i%t§ pftrtikiikvef Intagnbfttem, dwica ElMMole eiadeatige Fvdk- 
ikmes rriiuL — Wir tprediai das a^aagie B««iillst oatar UmiiiiBHl nag 
Mif dAi Fall, wo dl« a^^ imticniale Fonktionao aindy in dem folgmden 
Lriumtea aoi: 

Irgendein lineares DiffereniialayBiem mit rationalen 
Koeffizienten, das nicht znm FnchBechen Typne gehört, iat 
•tet» einem iichleehthiii kanoniechen Differentialsyatem nnd 
folglich einer Art Ton Differentialaystemen dea Fnchaachen 
Tjrpas kogredieni Die Koeffizienten $^^y die in der Bezie- 
hung, die zwifchen den Unbekannten jener beiden kogre- 
dienten Differentialayateme beateht, auftreten, aind eindeu- 
tige Funktionen, die ihreraeita ein linearea Differential- 
ayitem mit rationalen Koeffizienten befriedigen. 

Natürlich bat dieser Satz so lange nur theoretisches Interesse, 
bis es gelingen wird, eine Methode anzugeben, mittels deren man die 
n^0 Konstanten A^^^ so bestimmen kann, daß das Differentialsystem (4) 
bei gegebenen rationalen Funktionen a^^ ein partikulares eindeutiges 
Lösungssystem besitzt. Es ist dies eine Au%abe von ähnlicher Art, 
wie die sogenannten Diophan tischen Probleme der Algebra. Wir 
haben sur Lösung dieser Aufgabe nur das Folgende geleistet Einmal 
haben wir gezeigt daß eine Lösung stets möglich ist, das andere Mal 
haben wir swisehen den unendlich vielen Lösungen, die immer Tor- 
handen sind, den Zusammenhang festgestellt, daß diese Lösungen die 
Residuen von schlechthin kanonischen Differentialsystemen der Form 
(B) sind, die zu derselben Klasse gehören. 

Durch die Lösung des Biemannschen Problems einerseits und 
anderorseitH durch den eben bewiesenen Satz haben wir die in der 
achten Vorlesung für den Fall eines einzigen singularen Punktes a 
gelösten Angaben (vergL die Punkte 1), 2), S. 140) allgemein fttr 
eine beliebige endliche Anzahl von singcdSren Punkten o^y • . ., a^ in 
der Weise erledigt, daß an die Stelle des Cauchysohen Differentiai- 
aystems das allgemeine schlechthin kanonische DifferentiaL^tem mit 
den 6 Verzweigungspunkten o,, . . ., a„ getreten ist. Wir werden also 
im Sinne dieser Aufgaben die schlechthin kanonischen Differential- 
aysteme als die genuine Verallgemeinerung der Gauchy sehen Diffe- 
rentialsysteme auffassen können. 



Fachseche Zetaxeihen. Hisiorisches. 399 

Der in dieser YorleBimg gegebene Beweit f&r die Lösbarkeit des 
Biemannschen Problems liefert ans kein Verfahren, um bei gegebenen 
Fundamentalsubstitutionen die zugehörigen Differentialsysteme oder 
Integralmatrizen der Art wirklich herzustellen. Ein solches kann unter 
gewissen, sogleich naher zu bezeichnenden Voraussetzungen aus den 
Methoden geschöpft werden, die H. Poincar^ (1882) f&r die Uni- 
formisierung der Lösungen Ton linearen Differentialgleichungen des 
Fuchs sehen Typus mit Hilfe von Fuchs sehen Funktionen geschaffen 
hat. Wenn nämlich die absoluten Betrage der Wurzeln der zu den 
Fundamentalsubstitutionen (AJ^^J), . . ,, (AJ^>) und zu (A<^+*>) gehörigen 
Fundamentalgleichungen alle gleich Eins sind, so laßt sich eine Inte- 
gralmatrix (y^J der durch das Riemannsche Problem bestimmten Art 
in der folgenden Form darstellen: 

(5) (y„) -^ (Ti^)-\9in(a,t*i + ß,^ n«i + *,«.)); 

dabei bedeuten 

(2^'i) = (**,), Wi), (5?>), • • . 

die Substitutionen der aus den (A^^J)> . . ., (A(^>) als Fundamentalsub- 
stitutionen komponierten Gbruppe 6r, die ^>i^{u^j u^ geeignet gewählte 
rationale homogene Funktionen von u^, ti|, die letzteren Qrößen U|, u, 
selbst sind linear unabhängige Lösungen einer homogenen linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung yon der Form 

W dx^ (« - Ol)«- • • (a? - «a)' 

wo g{x) eine ganze Funktion yom Grade 2^ — 2 darstellt, die durch 
die Daten des Riemannschen Problems, genauer durch die o^, . . ., a^ 
und die kleinsten positiyen ganzen Zahlen g^ f&r die 

(7) (AJ'^)^--! t..i.v.,<^+i) 

ist, YoUkommen bestinmit ist. Wenn ftlr eine Substitution (A|^)) eine 
ganze Zahl g^ von dieser Beschaffenheit nicht yorhanden ist, so ist das 
betreffende g^ unendlich groß zu nehmen. Die Differentialgleichung (6) 
hat die Eigenschaft, daß die unabhängige Variable x eine eindeutige, 
sogenannte Fuchs sehe Funktion des Quotienten 
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ist, die nur existiert, wenn 

iti,;«-Kl«<o 

ist; die 

/«o ßo\ /«i ßt\ /«2 A\ 

\n v> \ri *iA \y« *«A • • • 

sind die Substitutionen der Monodromiegruppe der Differentialgleichung 

(«y, /Sa 
^ I und.(T[2) immer dem- 

selben Umlaufe der Yariabeln o; entsprechen. 

Die Reihen (5), die im wesentlichen mit den von Poincar^ als 
Fuchssche Zetareihen bezeichneten identisch sind, konvergiei^n, wenn 
der Grad der homogenen Funktionen g>ijt{Ui, u,) eine gerade Zi^ yoü 
der Form — 2m und m hinreichend groß positiv ist, unbedingt und 
gleichmäßig, sofern die gedachte Voraussetzung über die Wurzeln der zu 
den (A^;;)) gehörigen Fundamentalgleichungen erfüllt ist; dagegen sind 
sie, wenn diese Voraussetzung (Eonvergenzbedingung) nicht erfüllt ist^ 
keinesfalls anbedingt konvergent. 

Mit Hilfe dieser Reihen wurde die Lösbarkeit des Riemannschen 
Problems, unter der durch die Eonvergenzbedingungen gebotenen Be- 
scbnLnkung für die Fundamentalsubstitutionen, zuerst bewiesen*). Vw- 
suche, diese Beweismethode fElr den aUgemeinen Fall nutzbar zu 
machen**), haben bis jetzt zu keinem abschließenden Ergebnis geführt. 
Di^egen ist etwa gleichzeitig mit dem auf die Eontinuitatsmethode 
gegründeten Beweise noch ein anderer Beweis für die Ibdstenz der 
durch das allgemeine Riemannsche Problem postulierten Funktions- 
systeme bekannt geworden, der sich auf die Theorie der Fredholm* 
sehen Integralgleichungen stützt und für n — 2 von D. Hilbert und 
einigen seiner Schüler durchgeffthrt worden ist.***) 

*) L. Schlesinger, Comptes Rendus 1898, t. 126, S. 728. 
•^ Vergl. T. Brodln, Acta Mathem. Bd. 29 (1906), 8. 278. Brodln be- 
handelt daselbst die Aufgabe, die ans dem Bie mann sehen Problem hervorgeht, 
wenn man die Forderung fallen läßt, daß die zu bestimmenden Funktionssjsteme 
keinen Punkt der Unbestimmtheit haben sollen. Zufolge des Theorems, das wir 
in dieser Vorlesung (S. 297) bewiesen haben, kann man sagen, daß sich die 
Brodln sehe Aufgabe auf die Lösung des Bie mann sehen Problems zurück- 
ffihren läßt. 

^ Hilbert, Göttinger Nachr. 1906, S. 308; 0. D. Kellog, Math. Annalen 
Bd. 60, S. 424. 
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Wir fügen noch zwei Bemerkungen hinzn, die sich auf eine Ton 
der bisher festgehaltenen etwas verschiedene Auffassung des ßie- 
mannschen Problems beziehen. 

1, Wir haben bisher stets die von den Yerzweigungspunkten 
Ol; . . ., a^ aus gelegten Schnitte Iiy • . .; ^<t ^ ^^^^ gegeben angesehen 
pnd die zu diesen Schnitten gehörigen Fundamentalsubstitutionen mit 
(^?x)> " *' (^ix) ^zeichnet. Wir nehmen jetzt ein anderes Schniti- 
system X^, , . ., k„ von der am Schlüsse der fünften Vorlesung charak- 
terisierten Art, wo also A, den Punkt a^ mit dem Unendlichen yer- 
bindety aber die Reihenfolge, in der die Schnitte A, bei einer Umkreisung 
des unendlich fernen Punktes passiert werden, nicht die durch die Indices 
If 2,. . ,f6 angegebene zu sein braucht; dann werden zu diesem Schniti- 
systeme Fundamentalsubstitutionen (Bj^)), . ; ., (ß^^'J) gehören, die sich 
aus den (Aj^)), . . ., (A^^^^) zusammensetzen lassen, und aus denen auch 
umgekehrt die letzteren Substitutionen zusammengesetzt werden können. 
Man erkennt hieraus, in welcher Weise das System der Fundamental- 
substitutionen sich mit der Änderung des Schnittsystems ändert. — 
Haben wir in (u^J die Integralmatrix eines schlechthin kanonischen 
Differentialsystems (B), die sich für x ^ Xq auf (ß^^) reduziert und 
an den Sclmitten l^, , . ,,l„ die Substitutionen (Aj^)), . . ., (AJ^>) erfährt, 
80 erfährt (u^J an den Schnitten' A^, . . ., A^ die Substitutionen 
(B}^^>), . . ., (B(^>); die Substitutionen (AJ'^) und (B^^^), die beide einer 
Umkreisung des Punktes x = a, entsprechen, sind also miteinander 
ähnlich, d. h. es ist 

(BW) - (CW)(A«)(C('))-S (.»1.V-.-M) 

WO die {C^^D Substitutionen bedeuten, die sich nach dem in der fünften 
Vorlesung (S. 83 ff.) beschriebenen Verfahren leicht herstellen lassen. 
Offenbar entsprechen den verschiedenen Systemen von Schnitten 
k^y.,,yk„ alle möglichen Systeme von 6 Fundamentalsubstitutionen 
der aus den (A[>]), . . ., (A^^'J) gebildeten Gruppe G^ die beziehungsweise 
xyiit den (Aj^^) ähnlich sind. 

Man kann also in gewissem Sinne auch davon sprechen, daß bei 
dem Rie mann sehen Probleme nebst den 6 Verzweigungspunkten 
Ol, . . ., a^ die Monodromiegruppe Cr selbst vorgeschrieben ist; 
allerdings würden dabei, selbst nach Fixierung der Wurzeln der deter- 
minierenden Fundamentalgleichungen und bei fest gedachtem Anfangs- 
werte Xq, im allgemeinen sich noch unendlich viele Lösungen ergeben. 
Man kann diese Lösungen z. B. dadurch charakterisieren, daß man ein 
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bMtiiiimtet SchmttByftem, etwa l^, . . ., l^, fixiert und dum der Reihe 
nach diejenigen Integralmatrizen {u^^) konebroiert, die an dieaan 
Schnitten die yerschiedenen einander äinlichen Systeme Ton Fonda» 
mentalanbftitutionen erleiden^ ans denen die Gruppe G komponiert 
werden kann. — In ihrer Abhängigkeit ron x beeteht swiachen zwei 
Terschiedenen aolchen Matrizen kein anderer Zusammenhang als der, 
daA diese Matrizen bezw. die entspredienden Difierentialsy^me die- 
selbe Mcmodromiegruppe haben; dagegen werden wir in der folgenden 
Vorlesung zeigen, daft, unter gewissen speziellen Voraussetzungen über 
die Gruppe G, diese yerschiedenen Integralmatrizen auch analytisch 
zusammenhangen, wenn man sie als Funktionen der singularen Punkte 
di, . • ., a^ betrachtet. 

2. Statt bei einem Riemannschen Probleme nach den Integral-» 
matrizen (m^J schlechthin kanonischer DiflEerentiabysteme zu fragen, 
die das Problem lösen, kann man die Wronskischen Matrizen der durch 
das Problem gegebenen Art zu bestimmen suchen. Eine solche 
Wronskische Matrix ist durch die n Funktionen 



(8) 2"**^^' 



(<=i,f,...,«) 



bestimmt, wo r^, . . ., r^ beliebige rationale Funktionen ron x bedeuten; 
die n Funktionen (8) bilden nimlich im allgemeinen ein Fundamental- 
System einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung der Art — 
Es fragt sich, auf welche Weise ein solches Fundamentalsystem 
der Art in eindeutiger Weise bestimmt werden kann. 

Wir denken uns die Integralmatrix (Uf^) durch Fixierung der 
Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen des Differential- 
systems (B) eindeutig bestimmt. Bilden wir dann mit konstanten 
A^, . . ., h^ die Ausdrücke 

n 

(9) ^i-^^nhf «-1.1,...«) 

so konstituieren sie ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung, der 

n 

(10) ^-^ti,A, 

genügt; wir setzen Torans, daß diese Differentialgleichung wirklich 
Yon der n-ten Ordnung ist — Durch Differentiation Ton (10) und 
mit Rücksicht auf das Differentialsystem (B), dem ti^, . . ., «^ genügen, 
ergibt sich 
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n 



r 






Darin bedeuten die r^i rationale Funktionen Ton x von der Form 

(11) r,,- -.- ?(l=l)l-l)M_^^, u=i,i.....) 

^ ^ ^' [(«-ai)...(x-aj]'-^' 

wo 9y(a;) eine ganze rationale Funktion x-ten Orades anzeigt^ und wo 
der Oleichmäßigkeii wegen r^i für die Eonstanten A^ geschrieben wurdov 
Bilden wir die Wronskische Determinante der ß^y. . .,0^, so ist: 

(12) !^'l-:-Jlnj-iu. ' 



[(« — Ol)... (aj—a^)] « 
(<,x=i,a,...,ii) 

Die Stellen^ an denen die ganze Funktion gn(n^i) verschwindet^ 

sind auBerwesentlich singulare Punkte der Differentialgleichung 
n-ter Ordnung, der genügt; wir haben also im allgemeinen bei will- 
kürlichen \,^^., %« 

solche Punkte. Die ganze Funktion ^«(ii-i) ist in den hi,,..,h^ 

— j — {o-l) 

homogen vom «i-ten Grade; indem wir die h^^, » - -,h^ passend wfihlen, 
können wir bewirken, daß gewisse von den Nullstellen dieser ganzen 
Funktion in die Yerzweigungspunkte 

a^, . . ., a^, 00 
hineinfallen. WShrend bei willkürlichen (unbestimmten) konstanten 
h^y . . .yh^ die Exponenten, zu denen die kanonischen Lösungen unserer 
Differentialgleichung n-ter Ordnung in den Punkten a^, . . .,a„y 00 ge- 
hören, mit den Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen 
des Systems (B) übereinstimmen, wird dadurch, daB wir eine der 
Wurzeln der ganzen Funktion 9^(11-1) mit dem Punkte a^ zusammen* 

— Ij — {a - 1) 

fallen lassen, einer der zu a, gehörigen Exponenten der Differential- 
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gleiehiiiig n4er Ordbumg um enie Einheit erUltt — Im ^Bgeamen, 
weiden wir die YediiltiiiMe der A^, . . ., A, eo wiUen kdnnm, daA n — 1 
dieeer Exponenten nm eine Einheit erhöht werden, wodurch seh die 
Anztthl der mußerweeentlieh nngnliren Ponkte auf 

erniedrigt Dm e ntop rec h ende 

# — Ml h^-\ h M^A, 

iet dann, ron einem konetsnten Faktor abgesehen, eindeotig fieetgelegt 
Wir haben alao in der Tat eine Wronskiaehe Matrix oder ein 
Fnndamentalajftem der Art, and zwar ein sn der HaoptUaMe gdioriges 
eindeutig fixiert; daa hier anarinandergeaetzte Yerfiüiren rührt ron 
Biemann her. 

Im allgemeinen kann die Anzahl der aoßerweaentlieh aingq&ren 
Punkte eines Fnndamentalaystems oder einer Differential^eiehnng 
i»-ter Ordnung der Art nicht unter die Zahl q^ herabgedrfickt werden. — 
Man könnte sich die Au^be stellen, die a^, . . .^a^, deren Lage bei 
dem Riemannschen Problem eine willkfirliehe war, so zu bestimmen, 
daß sich die Anzahl der außerwesentlich singulaien Punkte noch weiter, 
etwa bis auf 

reduziert. Die e Stellen o^, . . ., a^ sind nämlich nidit als e wesent- 
liche Parameter aufeufiEUsen, sondern nur als <^ — 2, da wir durch eine 
Transformation der unabhängigen Variabein x'm ax + ß zwei der Stellen 
^if ' ' 'f^ff ®^& i^ ^^^ Punkte 0, 1 yerlegen können. — Die Zahl 
Qq-- (<f — 2) ist für n>2, ö>l positiv, nur fftr h — 2 ist sie gleich 
Null. Man könnte also f&r eine lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, bei Torgeschriebenen Fundamentalsubstitutionen, die Lage 
der singularen Punkte Oj, . • ., a„ so zu bestimmen suchen, daß diese 
Differentialgleichung keinen außerwesentlich singularen Punkt aufweist — 
Die Konstantenzahlung läßt die Lösbarkeit dieser Angabe als nicht 
unmöglich erscheinen. Sie ist in der Tat lösbar,*) aber das erfordert 
einen besonderen Beweis, auf den wir hier nicht eingehen können. Es 
kam uns nur darauf an, diese Art von Problemen in imseren Gedanken- 
gang einzuordnen. Wir bemerken noch, daß f&r n — 2, <y » 2 (dem 
Falle der Riemannschen P-Funktion oder der Gauß sehen Differential- 
gleichnng) schon die Zahl q^ selbst gleich Null ist. 

^ Vergl. ffir den Fall, wo die FundamentalBabstitationen die Eonvergenz- 
bedingungen erfüllen, F. Klein, bei Bitter, Mathem. Annalen, Bd. 40, S. 8, 
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Monodromie der Verzweigungspunkte. Die Probleme konstanter 
Besiduen nnd konstanter FnndamentaLembstitationen bei variabeln 
Versweigungsponkten. Das Fuohssohe Problem. Integralmatrix 
nnd Besiduen als Funktionen der Verzweigungspunkte. Simultane 
lineare Differentialsysteme und der Fuohssohe Sats. Differential- 
system zweiten Grades für die Besiduen. 

Wir hatten in der vorigen Vorlesung die verBchiedenen Schnitt- 
systeme ins Auge gefaßt^ die Ton den Yerzweigongspunkten o^y...ya„ 
aus nach dem Unendlichen hingelegt werden können^ und hatten einer*" 
seits betont^ daß für eine bestimmte Integralmatrix {u^^ die Systeme 
der Fundamentalsubstitutionen wechseln ^ je nachdem man das eine 
oder das andere Schnittsystem zugrunde legt, und andererseits darauf 
hingewiesen, daß wir im allgemeinen wesentlich verschiedene Integral- 
matrizen erhalten, wenn wir dasselbe System von Fundamentalsubsti- 
tutionen einmal für das eine und ein andermal für ein anderes 
Schnittsystem vorschreiben. — Es möge nun zunächst eine einfache 
geometrische Bemerkung gemacht werden. 

Wenn wir in den Figuren 4a, 4b der fünften Vorlesung (S. 84) 
die a^, a^^i als Punkte, a^^^ als den unendlich fernen Punkt be- 
trachten, so erkennen wir unmix^telbar (vergl. die weiter unten folgenden 
Figuren 6 a und 6 b), daß der Übergang von dem Schnittsysteme 
hf'-'yK ^^ ^®^ Schnittsystemen (L) und (R) — rein topologisch 
betrachtet — auch dadurch vollzogen werden kann, daß wir die 
Punkte a^y ^y+i; ^^^ stetigen Wegen sich ändernd, ihre Plätze ver- 
tauschen lassen; dabei hat man sich die von diesen Punkten aus nach 
a^j^i bin gelegten Schnitte als ausdehnbare und biegsame Fäden 
zu denken, die sich jeder Lagenänderung der Punkte a,, a^^^ anpassen 
können. Wir können also sofort das folgende Resultat aussprechen: 

Der Übergang von dem Schnittsysteme ^i, . . ., ^a ^^ irgendeinem 
andern der in der fünften Vorlesung betrachteten Schnittsysteme 
A^, . . ., A^ kann dadurch vollzogen werden, daß wir die Punkte a^,,..,a„ 
kontinuierliche Bahnen beschreiben lassen, die jeden dieser Punkte an 

Sehletinger, lineare Differentialgleiohangen. 20 
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eme Stelle fQhren^ wo auch ursprünglich einer der Ponkte o^, . . ., a^ 
war; dabei dürfen niemals zwei der Punkte o^, . . ., a„ zosammenstoßen, 
und wenn bei einer Lagenanderung dieser Punkte einer Yon ihnen, 
etwa aj^y an einen der biegsam und ausdehnbar zu denkenden Schnitte 
lif . - .,la heranrückt, so muß dieser Schnitt eine Deformation erfahren. 
Man hat sich diese Deformation so vorzustellen, daß der sich an den 
Schnitt herandrängende Punkt a^ den diesen Schnitt reprasentierenden 
Faden Yor sich her treibt, und daß der so in Bewegung versetzte 
Faden eventuell noch andere Faden (Schnitte) vorwärts treibt, falls er 
bei seiner Deformation mit ihnen zu kollidieren droht. 

Wir bezeichnen eine solche Bewegung der a^, . . ., a„ als Mono- 
dromie der Punktgruppe (^i^-^O ^^^ heben als besonderen 
Fall gleich denjenigen hervor, wo jeder Punkt in seine Ausgangslage 
zurückkehrt, ein Fall, in dem wir von der Monodromie der ein- 
zelnen Punkte Oj, . . ., a„ sprechen wollen.*) 

Es liegt nun sehr nahe, diese topologische Bemerkung fnnktionen- 
theoretisch auszunutzen, indem man die Punkte o^,..., a^ als Ver- 
änderliche betrachtet und die Lösungen bezw. die Integralmatrizea 
der schlechthin kanonischen Differentialsysteme mit den singulären 
Punkten a^, . . ., a„ als Funktionen dieser Veränderliehen untersucht. 
Wir werden dann zwei verschiedene Probleme zu behandeln haben,, 
die einander gewissermaßen dualistisch gegenüberstehen, je nachdem 
wir nämlich: 

1. von einem schlechthin kanonischen Differentialsysteme von der 
Form 

(A) ^-2»'2.^.. -— - 

ausgehen, wo also neben den o^, . . ., a^ die Residuen Ä\*l als will- 
kürlich gegeben anzusehen sind, oder 

2. ein Riemannsches Problem zugrunde legen, wo neben den 
Oj , . . ., a^ die zu einem bestimmten Schnittsystem gehörigen Funda- 
mentalsubstitutionen (A^^j) willkürlich vorgeschrieben werden. 

Man kann sich im Falle 1. die Ä^''^, im Falle 2. die A<*2 noch als 
Funktionen der a^, . . ., a„ gegeben denken, z. B. als eindeutige Funk- 
tionen dieser Qrößen; wir werden hier nur von der in gewissem Sinne 
einfachsten Annahme ausgehen, indem wir voraussetzen wollen, daß 

im Falle 1. die Ä^;l 

im Falle 2. die M^l 

•)^Vergl. hieKU Hurwitz, Mathem. Annalen Bd. S9 (1891), S. 1. 
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Konstanten; d. K von den yeranderlich gedachten nnter den ci^, , . ,y a„ 
unabhängige — etwa numerisch gegebene — Größen, sind. 

Um zunächst einige allgemeine Bemerkungen machen zu können, 
fiassen wir das Differentialsystem (A) ins Auge. Von den a^,.>», a„ 
seien die Schnitte lif - - ',l„ nach dem Unendlichen hingelegt, und in 
der so zerschnittenen Fläche T die Integralmatrix 

(1) (y J - mf (^ J- ^ dx + ö,^ 

definiert, die beim Überschreiten der Schnitte 2^ <Ue Substitutionen 
(2) (Af)) - *./ (2 i^'av «^^ +•*'«) <^-'*'-"" 

afp ** 

erfahrt, wo wie gewöhnlich Xq einen fest gewählten regulären Punkt, 
$1 die Yon Xq aus gelegte eindhche Schleife bedeutet, die den Schnitt 
l^ einmal passiert Diese Festsetzungen mögen sowohl für den Fall 1. 
als auch ftir den Fall 2. gelten; im letzteren Fall soll eben das System 
(A) eine Lösimg des Rie mann sehen Problems darstellen, die dadurch 
bestimmt ist, daß wir uns die Wurzeln der determinierenden Funda- 
mentalgleichungen fixiert denken.*) 

Wir gehen von einem festen Wertesysteme a^ =- aj^^ der Punkte 
Oj,..., a^ aus; der von af^ aus nach dem Unendlichen hingelegte 
Schnitt sei ^^\ Wenn sich dann die o^, . . ., a^ von diesen Anfangs- 
li^en aus in Bewegung setzen, so mögen die Schnitte l^ im Sinne der 
zu Beginn dieser Yorlesimg angegebenen Yorstellungsweise aus den als 
Fäden zu denkenden P^ durch kontinuierliche Deformation hervor- 
gehen. 

Solange nicht zwei der o^, . . ., a„ zusammentreffen, und so- 
lange auch keiner dieser Punkte mit einem der Punkte Xq 
und X koinzidiert oder ins Unendliche rückt, können wir uns 
die Ausdrücke (1) und (2) in vollkommen bestimmter Weise bilden, 
indem wir die Integrationswege {x^ . . . x) bezw. 81 immer der jeweiligen 
Lage der Punkte a^, . . ., a^ und der Schnitte l^, • - -, l„ anpassen. — 
Im Falle 1., d. h. wenn wir die Residuen A^^^ als von den a^, . . ., a^ 
unabhängige Größen betrachten, werden dann die Elemente der Inte- 

*) Die Annahme, daß die Fundamentalgleichungen der (a|^^^ (vsi,s,..., a + i) 
lauter einfache Wurzeln haben, werde auch hier immer festgehalten. 

20* 
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gnlmatriz (y^^i eineneitB und di» Elemente der FnndmiiieiitBlBabeii- 
iatioiieii (A[^ anderaneits woldbeetimmte Fimktioiien der a^,..., a^ 
•ein. Im Falle 2. haben wir Dir jede Lage der Punkte €t^j. ,^a^ und 
der Schnitte I|, . . ., I^ ein Riemannaehes Problem za formolieraiy bri 
dem die an den Schnitten l^, . . ^l^ in ihrer jeweiligen Lage geltenden 
Fondamentalsubetitationen (A|'2) feste, ron den a^y . , ^a^ unabhängige 
Matrizen sind, und wo die Wnizeln der determinierenden Fundamental' 
gleichongen in bestimmter Weise fixiert sind; es sind dann die y,, 
einerseits und die Residuen Ä^^ andererseits wohlbestimmte Funktionen 
der Oj, . . ., a^. Es handelt sich zurorderst darum, den allgememen 
analytischen Charakter der so definierten Funktionen zu ergrflnden. 

Zu dem Ende greifen wir wieder auf die Entwickelungen zurück, 
die sich f&r die Integralmatrix (y^ J und f&r die Fundamentalsubsti- 
tutionen ergeben, wenn wir die Methode der sukzessiven Approxi- 
mationen auf das Differentialsjstem (A) anwenden. Wir erhalten wie 
in der vierzehnten Vorlesung (S. 245) 

(3) y,. - ^,.K,>. • • ■> 4"]; «1. • - -, «.; '., '), 

WO wir jetzt die Abhängigkeit von den Oj, , a„ und von dem Inte- 
grationswege (x^, x) auch in Evidenz gesetzt haben. Lassen wir x 
mit x^ zusammenfallen und nehmen als Integrati'onsweg die Schleife 
Siy so liefern die Ausdr&cke (3) unmittelbar die Fundamentalsubstitution 

(4) A« - E,M'^, . . ., ^i"); <h,'-, «a; «i); w=>.«. -.-) 

die im zweiten Gliede dieser Gleichung auftretende Funktion ist natfir- 
lieh mit der früher durch jE(^>(^>, . . ., ^^^2) bezeichneten identisch. 

Zufolge der Festsetzungen, die wir über die Art und Weise, wie 
sich die Schnitte 2|, ..., 2^ bei einer Änderung der o^,.-., a^ ver- 
ändern sollen, getroffen haben, werden unter den Voraussetzungen des 
Problems 1., d. h. fdr konstante Residuen A^/l, die Ausdrücke (3), (4) 
die y^, und die AJ^] in ihrer Abhängigkeit von den a^j . . .,a„ darstellen. 
Unter den Voraussetzungen des Problems 2^ d. h. für konstante A^^ 
haben wir dagegen zunächst aus den Gleichungen (4) die Residuen A^^^^ 
als Funktionen der Oj,..., a^ zu bestimmen und diese in die Aus- 
drücke (3) einzusetzen, wodurch dann die letzteren die y^^ in ihrer Ab- 
hängigkeit von den a^, . . ., a^ liefern werden. — Auf diese Weise 
haben wir für die vorhin nur begrifflich definierten Funktionen der 
aj,...,a^ wohlbestimmte analytische Definitionsgleichungen gefanden. 

Da der Integrationsweg (Xq, x) einerseits imd die Schleifen s^ 
andererseits stets so zu wählen sind, daß sie durch keinen der Punkte 
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^i> * * M ^a hindurchgehen, so können wir sagen, daß die Abstände dw 
Punkte 64,. . ., a^ voneinander und die Abstände eines jeden dieser Punkte 
Yon den Punkten der Integrationswege (xq, x) und Sx nicht unter eine 
angebbare endliche Grenze herabsinken können. Solange also die 
Residuen A^^^ endliche Werte besitzen, bleiben die Koeffizienten des 
Differentialsystems (A) dem absoluten Betrage nach stets unter einer 
angebbaren endlichen Schranke, wie immer sich auch die a^,..., a^ 
unter den oben angegebenen Beschrankungen yenlndem mögen. Die 
aus dem Verfahren der sukzessiven Approximation entspringenden Reihen 
(3) bezw. (4) konvergieren demnach für alle in Betracht kommenden 
Wertesysteme der Größen a:, Oj, . . ., a^ unbedingt und gleichmäßig; 
daraus folgt (vergl. vierzehnte Vorlesung, S. 243), daß die Ausdrücke 
(3) als Funktionen der <y + 1 Veranderlichen a;, Oj, . . •, a^ holomorph 
sind in der Umgebung einer jeden Stelle 

wo x\ af\ . . ., aj) endliche Werte bedeuten, die voneinander und von 
Xq verschieden sind, und daß ebenso die Ausdrücke (4) als Funktionen 
der 6 Veränderlichen o^, . . . , a^ in der Umgebung jeder Stelle 

holomorph sind. Natürlich gut das nur für endliche Werte der A^^l 
und soweit die Ausdrücke (3) bezw. (4) von den o^, . . ., a^ explizite 
abhängen. 

Für unser Problem 1. (konstante Ä^^D ist damit der allgemeine 
analytische Charakter der y^^ und der AJ*^, wie sie als Funktionen der 
Oj, . . ., a^ oben definiert worden sind, festgestellt. Wir wollen nur 
noch über das Verhalten dieser Funktionen bei Monodromie der Ver- 
zweigungspunkte a^y , . .,a„ Aufschluß zu gewinnen suchen, und zwar 
beschränken wir uns der Einfachheit wegen auf die Monodromie der 
einzelnen Punkte, d. h. auf die Betrachtung solcher Wege, die einen 
jeden der Punkte a^, . . ., a„ in seine Ausgangslage zurückführen. 

Es möge der Punkt a^ einen geschlossenen W^ beschreiben; 
dann bleiben die Koeffizienten des Differentialsystems (A) ungeändert^ 
die Integralmatrix (y^J wird also wieder in eine Integralmatrix des 
Differentialsystems (A) übergehen. Wenn der von a^ beschriebene 
Weg keinen der Punkte 

(5) tti, . . ., a^.i, a^^^j . . ., a^, Xq, x 

umkreist, so haben auch die Schnitte 2^, . . ., 2^ keine wesentliche 
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XndeniDg erfahren, es werden also die y^^ und ebenso die A^^j za ihren 
Ausgangflwerton zorückkdiren. Vollzieht a^^ einen Umlauf um Zq oder 
um Xy und bezeichnen wir mit {/ den Schnitt^ in den sieh l^^ deformiert 
haty K) wird (y^J in diejenige Integralmatrix 



(6) 



f(i#.--..) 



Ton (A) übergegangen sein, deren Int^rationsweg L' in der durch die 
Schnitte 

zerschnittene Flache rerlauft. Die Integralmatrix (6) geht aas (^f^^) 
durch Anwendung einer Substitution der aus den (Aj^^) komponierten 
Monodromiegruppe Cr hervor; man findet diese Substitution, indem man 
zusieht, wie oft und in welcher Reihenfolge der Integrationsweg L' 
die ursprünglichen Schnitte liy-^yla passiert. — Wenn a^ einen der 
Yerzweigungspunkte a^, wo h^ X ist, umkreist*), so werden die 
Schnitte I^ ^uid l^ sich in U und l^ deformiert haben (yergL die Fig. 5, 

wo die Deformation f&r den Fall 
A < A gezeichnet ist; offenbar wird 
dieselbe Deformation auch dadurch 
hervorgerufen, daß man a^ einen 
Umlauf um a^i Tollziehen laßt). Der 
Integrationsweg von (y^J erfahrt 
keine Änderung, wir haben also 
nach dem in Bede stehenden um- 
laufe die frühere Integralmatrix 
(y^J, aber an die Stelle des ur- 
sprünglichen Schnittsystems li,'.'fla 
ist ein neues Ii; . . .; K getreten, in 
dem Ikf l'x die Plätze der früheren 
{^, Ij^ einehmen, während die übrigen 
Schnitte keine Änderung erfahren haben. Bezeichnen wir jetzt mit sl 
die Ton x^ aus gelegte Schleife, die den Schnitt U des neuen Syst^ns 

*) Die Angabe, daß ax einen der Pankte (6) umkreist, ist so zu verstehen, dafi 
ax einen Umlauf vollzieht, der nur diesen einen der Punkte (6) und zwar im 
positiven Sinne einschließt; wenn es sich tun die Umkreisung eines der Punkte 
a^ (^ tr^ X) handelt, soll der Umlauf überdies so vollzogen werden, als ob der Punkt 
ax den von a^ ausgehenden Schnitt Ij, vom positiven nach dem negativen Ufer 
hin passieren wollte. 




-oo; 



Fig. 5. 
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einmal überschreitet, fo hat sich durch den Umlauf, den a-^ um a^^ 
vollzogen hat, die Fundamentalsubstitution (A^^j) in 



«3 --i/l^i^ ■'« + '..) 



(i'=l,«,...,a) 



yerwandelt. Für die in der Figur gezeichnete Lage findet man z. B. 

(Äfi) - (A?>) (AJ*)) (A?>)-S 

(K') - (A?>)(A<*i)(AW)-nAi*>)-HAW)(AW)(AW)(A(*))-HAW)-S 

die (AJ^i), ..., (AJV'O» (Afx^'O. • • •; (Ai*2) erfahren keine Änderung. 
Man beachte, daB, wenn a^^ sich stetig ändernd den Umlauf um a^^ 
vollzieht, die Elemente von (A^^^) ebenfalls kontinuierlich in die Ele- 
mente von (Äl"^) übergehen. 

Es verwandeln sich also durch Monodromie der einzelnen Ver- 
zweigungspunkte die (A^^2) ^ ähnliche Substitutionen der Monodromie- 
gruppe O. Da durch Monodromie der einzelnen Yerzweigungspunkte 
das Schnittsystem l^,,..jl„ stets in ein Schnittsystem Vj-'^V ^®" 
formiert wird, für das die Schnitte bei einer Umkreisung des unend- 
lich fernen Punktes in derselben Reihenfolge getroffen werden, wie 
für das ursprüngliche System, so bildet die Gesamtheit der Überzüge 
von einem Schnittsystem zu einem andern, die durch Monodromie der 
einzelnen Yerzweigungspunkte hervorgerufen werden, die am Schlüsse 
der fünften Vorlesung (S. 85) erwähnte Untergruppe der aus den 
Übergängen (L) und (R) komponierten Ghruppe aUer dort betrachteten 
Überginge. 

In bezug auf das Problem 1. können wir also zusammenfassend 
sagen, daß die Integralmatrix (y^J in ihrer Abhängigkeit von einem 
der Verzweigungspunkte a^ so beschaffen ist, daß sie bei Umläufen 
von a^ um die Punkte (5) lineare Substitutionen erfährt; die Ele^ 
mente dieser linßaren Substitutionen sind aber selbst Funk- 
tionen der Variabein a^. Natürlich gilt dies nicht nur unter der 
bei dem Probleme 1. gemachten Voraussetzung konstanter (d. h. von 
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Qg nnabhangiger) Besidaen A^j^j sondern aach allgemein, wenn wir diese 
Residuen als irgendwelche eindeutige Funktionen ron a^ wählen.^) 



-^ Wir wenden uns nun zu der genaueren Behandlung des Problems 2. 
Bei diesem Probleme wurden die Fundamentalsubstitutionen (A<*2) ab 
konstante, d. h. yon den Yerzweigungspunkten a^,..,,a„ unabhängige 
Matrizen vorausgesetzt Denken wir uns z. B. nur einen dieser Punkte, 
etwa Qiy als yariabel, die AJ*^ als beliebig Yorgeschriebene (ron a^ un- 
abhängige) Konstanten und bestimmen gemäß dem Riemannschen 
Probleme ein schlechthin kanonisches Differentialsystem (A), deesoi 
Integralmatrix (jf^J an den Schnitten /i, ...9^0 die Substitutionen 
(A<*2) (''^^s* •<') erfahrt, so hat also dieses Differentialsystem die fol- 
gende Eigenschaft: 

Es gibt eine Integralmatrix (y^^) ron (A), deren Mono- 
dromiegruppe G Ton a^ unabhängig ist 

Die Größe a^ tritt in den Koeffizienten des Differentialsystems (A) 
als Parameter au£ Unser Problem 2. ordnet sich demzufolge dem 
folgenden ron Fuchs^ aufgestellten und behandelten Probleme unter: 

Die Koeffizienten eines linearen Differentialsystems'**^) 
mit der unabhängigen Variabein x hängen noch Ton einem 
Parameter t ab; eine Integralmatrix hat die Eigenschaft, daß 
ihre Monodromiegruppe ron t unabhängig ist, man charak- 
terisiere die Elemente dieser Integralmatrix als Funktionen 
Ton X und t 

Wir wollen nun zunächst nachweisen, daß dieses allgemeine 
Fuchssche Problem im wesentlichen auf das von uns formulierte, 
scheinbar speziellere Problem, wo der Parameter t oner der Yea^ 
Zweigungspunkte a^ und das Differentialsystem ein schlechthin kano- 
nisches ist, hinauskommt 

In der Tat, sei 

■ 

(7) J'x-Z'A. (« = ..*.■..> 

^ ••=1 

*> Man TergL die Ton E. Wilciyniki, American Journal, Bd. Sl (ld99,, 
S. 364 untexnickten Fonktionen einer Y ariabeln, die bei Umläufen dieser Yariabdn 
bneare Snbätitationen erfahren, deren Elemente eindeutige Funktionen dieser 
Tariftbeln und. 

^ Sitzimgeberichte der Berliner Akademie 188S ff., Werke, Bd. IH (190S). 
*^ Bei Fuchs handelt es sich um eine lineare Differential^eäehung ii-ter 
Ordnung, was natärüch keinen wesentlichen Unterschied ausmacht. 
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ein DifferentiaLsystem, dessen Koeffizienten ft^^ wir, um die Vorstellung 
zu fixieren, als rationale Funktionen von x Yoraussetzen. Die 2»^^ mögen 
überdies Funktionen eines Parameters t sein, und es bedeute (jer^ J ein^ 
Integralmatrix des Systems (7), deren Monodromiegruppe im Sinne 
des Fuchsseben Problems von t unabhängig ist Wir bezeichnen ii^ 
gewohnter Weise mit o^,. . ., a^, oo die Yerzweigimgspnnkte der Inte- 
grale Yon .(7) imd mit (A^^^) die Fundamentalsubstitution, die {b^^ er- 
fahrt, wenn die Variable x den Querschnitt (a^, oo) — l^ überschreitet» 
Es sind dann zwei Falle zu unterscheiden: 

a) Die Verzweigungspunkte o^^ . . ., a„ sind yon t unabhängig, 

b) einige der a^, . . ., a^ sind Funktionen von L 

Im Falle a) legen wir dem Parameter t einen festen Wert t^ bei; 
die \^ mögen für t^t^ gleich hfl sein. Wir betrachten dann das 

Differentialsystem 

(«) '£-2'^^- '"-•»••••'■> • 

Da' die o^, . . ., a„ von t unabhängig sein sollten, und auch die 
Fun^amentalsubstitutionen (A^*^) Ton t unabhängig sind, so ist das 
Differentialsystem (8) mit (7) kogredient, d. h. es ist 

n 
(9) ^x«2^^.x, (x = M.-..,«) . 

WO die s^^ eindeutige Funktionen Ton x bedeuten. Wenn insbesondere 
das Differentialsystem (7) dem Fuchsschen Typus angehört, so sin4 
die Differentialsysteme (7) und (8) von derselben Art, und die 5,^ sind 
rationale Funktionen von x. Da die jer^^), . . ., jeK®> von t unabhängig 
sind, so wird die Abhängigkeit der z^, , . .,z^ von t durch die Art und 
Weise, wie die s^^ von t abh&ngen, vollständig. erschöpft. Das Studium 
dieser Abhängigkeit ist also überhaupt kein Problem der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen. 

Im Falle b) sei etwa a^ =- f{t). Wir können dann an Stelle von 
t den Punkt a^ als den Parameter ansehen, und es werden diejenigen 
der Verzweigungspunkte aj, . . ., a^, die Funktionen von t sind, in funk- 
tionale Abhängigkeit von a^ geraten. Nach dem in der vorigen Vor- 
lesung aufgestellten Satze (S. 298) gibt es dann schlechthin kanonische 
Differentialsysteme von der Form (A), die mit (7) kogredient sind, und es 
ist somit in diesem Falle das Fuchssche Problem auf die Untersuchung 
von Differentialsystemen der Form (A) zurückgeführt, für die die 
Fundamentalsubstitutionen (A^*J) ypn einem — oder eventuell von 
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■iidmrnni — der singoÜmi Pankle a^,.,., m^ miahhiagig sind. Wir 
wetden abo unaer Probkm 2. giendcm ab das Fveksaehe 

Dicaea Probkm behandeln wir jetzt uater den fSidgeBdeB Yc 
aetsoi^efL Wir denken naa den Punkt a^ ala YaiiaUe, die fibdgen 
Punkte a^(k ^ 1; aeien ron a^ unabhiagig, ebenso aei der Anfangi 
ponkt z^ Ton a^ miabhingig Für daa Sdunttsjatem i^, . . ., I«, wo I^ 
ifli Sinne der oben gentaditen Festsetaningen da anadehnbarer Faden 
Torznstellen ist, der sieh bei einer Lagenindemng ron a^ in der rer- 
abredeten Weise deformiert , sind die Fondamentalsobstitationen 
(^^It)^ ' - -' ^^I?) ^ ^^"^ ^i nnabhangige Matrizen mit nicht yerschwin- 
denden Determinanten rorgeaehrieben. Überdies mögen die zn diesen 
Matrizen ond die zn der Matrix 

(a;«/»)-.a;'j)-».. (aj»')-' 

gehihigen Fmidamental^eidimigen laoter ein&die Wurzeln 

besitzen. 

Es sei nun o^^ ein fester endlicher Wert Ton a^, der ron den 
a^ (A -f 1) und ron x^ rerschieden ist^ 1f^ sei die der Lage a^*> ron a^ 
entsprediende Lage des Schnittes Z^« ^^ bestimmen gemaB dem 
Riemaunschen Probleme ein DifferentialsTstem ron der Form (A) mit 
den Residuen Ä^p^ und den Verzweignngspunkten 

fBr das die sich in x^ auf (d^ J reduzierende Integralmairix (y^ J an 
den Schnitten 

(11) hy-yh^u ^tfh^if"f h 

die Substitutionen (A{^) (y«i,s,- ,<7) erßhrty und dessen determinierende 
Fundamentalgleichungen 

a2) J<'J~d^,r|-0, (r=I.2,....r,+ l) 

die als bestimmte Determinationen der Werte 

logal") 

(13) 77=^ (. = 1,1, . ,«;»=xl,«,.. ,<r + l) 

gewählten Wurzeln 

(14) ^l'^--.;^.'^ (r«l,l,...,«r + l) 
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besitzen, wo zufolge der Fuchs sehen Relation 

(15) ^2'<'-^. 



ist. Betrachten wir dann die Gleichungen (4), die wir jetzt wieder in 
der Form 

(16) AW - £W(4(V, . . , ^w) (.=1. V.-) 

schreiben wollen, so wissen wir, daß in diesen Gleichungen die rechten 
Seiten ganze transzendente Funktionen der A^^^y . . ., Ä^^l sind, deren 
Funktionaldeterminante für das Wertesystem 

(17) Äi»^Ä<^i,...,A^i~Äi:^ 

nicht verschwindet. Überdies wissen wir (vergL S. 309), daß diese 
rechten Seiten als Funktionen von a^ in der Umgebung der Stelle 
Gl =« af^ holomorph sind, solange die J.^^^ endliche Werte besitzen. 
Die linken Seiten der Gleichungen (16) sind von a^ unabhängige Eon- 
stanten. Nach dem Satze yon der impliziten Funktion*) definieren die 
Gleichungen (16) somit ein System von monogenen Funktionen A^*'^ 
der komplexen Variabeln a^, das in der Umgebung von a^ = af^ holo- 
morph ist, im Punkte a^^^a^^ die Werte (17) annimmt und in die rechten 
Seiten der Gleichungen (16) eingesetzt, diese identisch befriedigt. Dieses 
Funktionssystem besitzt die folgenden Eigenschafben. 

Bedeutet a^ irgendeinen Punkt der in Rede stehenden Umgebung 
von aj*> und bilden wir uns mit den zugehörigen Werten A^^l des ge- 
dachten Funktionssystems als Residuen das schlechthin kanonische 
Differentialsystem (A), so löst dieses Differentialsystem das durch di^ 
Verzweigungspunkte a^, . . ., a^, die Schnitte 2^, . . ., Igj die Fundamental- 
substitutionen AJ^j, . . ., K^^^ und den Anfangspunkt x^ bestimmte 
Riemannsche Problem. Da sich femer die J.(^j, solange a^ in der 
gedachten Umgebung verbleibt, mit a^ stetig ändern, so sind die 
Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen 

(18) I A^;'l - 8,^r i - (^ = 1,2, ■ . -»a + i) 

(•,x=l,2.-.,ii) 

ebenfalls stetige Funktionen von a^j also, da die Numeri dieser Wurzeln 
im wesentlichen die konstanten Größen taf^^^ sind, immer mit den Größen 

t .. 

•) Vgl. z. B. Picard, Traitä d' Analyse, t. E (1898), S. 247. 
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(14) identisch. Da nun nach dem Fundamentallemma dnrch diese 
Daten das Dififerentialsystem (A) eindeutig bestimmt ist^ so können 
wir folgendes sagen: 

Denken wir uns a^ willkürlich variabel^ mit der einzigen Be- 
Bchrankungy daß dieser Punkt stets im Endlichen bleibt und mit keinem 
der Punkte^ 

(19) Xo, tti, . . ., a^.i, a;i^j, . . ., a^ 

koinzidiert, und betrachten wir die Funktionen Ä^^^ von a^, wie wir sie 
(S. 308) ffir unser Problem 2. definiert haben, d. h. bilden wir f&r jede 
Lage Yon a^ dasjenige schlechthin kanonische Dififerentialsystem (A), 
das das mit den Verzweigungspunkten ^^ • • «^ a^y den Schnitten ly,, l^ 
den Fundamentalsubstitutionen (A^/j) und dem Anfangspunkt x^ be- 
stimmte Rie mann sehe Problem lost, und fQr das die Wurzeln der 
determinierenden Fundamentalgleichungen (18) die Größen (14) sind, 
so sind diese Funktionen in der Umgebung einer jeden von 
den Punkten (19) yerschiedenen endlichen Stelle a^ holo- 
morph. 

Um jetzt die y^^ selbst als Funktionen von a^ zu charakterisieren, 
haben wir, wie bereits oben (S. 308) bemerkt wurde, nur in die rechten 
Seiten der Gleichungen (3) für die A^^l ihre aus den Gleichungen (4) 
bezw. (16) berechneten Werte einzusetzen. Da die A^^l in der Um- 
gebung jeder Stelle af^y die von den Stellen (19) yerschieden ist, 
holomorphe Funktionen yon a^ sind, und da, wie wir gezeigt haben, 
die rechten Seiten der Gleichungen (3), soweit sie explizite von a^ ab- 
hängen, in der Umgebung von a^ » af^ ebenfalls holomorph sind, falls 
die A^^l endliche Werte besitzen und x yon a^^ und den übrigen 
singularen Punkten yerschieden ist, so schließen wir, daß auch die y^^ 
selbst als Funktionen yon a^ holomorph sind in der Umgebung eines 
jeden endlichen Wertes yon a^, der yon den Punkten (19) und yon 
X yerschieden ist. 

Betrachten wir jetzt wieder alle a^, . . ., a,, als Variable und die 
A<^J als von diesen Variabein unabhängige Größen, so folgt, daß die 
Funktionen A^^l und y^^ der o^, . . ., a^, wie sie oben (S. 308) für das 
Problem 2. definiert worden sind, die folgenden Eigenschaften haben, 

Die A^^l sind holomorph in der Umgebung jeder Stelle (o^,..., a^ 
für die die a^, . . ., a^ endlich, voneinander und von x^ yerschieden sind^ 
ide y^^ sind holomorph als Funktionen der <y -j- 1 Variabein x, a^y • • •, *<, 
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in der Umgebung jedes endlichen Wertesystems dieser Gfroßen, fQr das 
die X, a^y. , .^ a^ voneinander und von x^ yerschieden sind. 

Das Verhalten der in Bede stehenden Funktionen bei Monodromie 
der a^y , . ,.a^ läßt sich nun auch in äußerst einfacher Weise charakte- 
risieren. Wir betrachten gleich allgemein die Monodromie der Punkt- 
gruppe (ai,...,a^). 

Jede Änderung der a^, . . ., a^, bei der das System dieser Punkte 
von der Anfangslage (aW, . . ., a^^^) ausgehend wieder in dieselbe Kon- 
figuration zurückkehrt (wobei aber einzelne Punkte Oi,..., a^ ihre 
Plätze vertauschen köimen), läßt sich*) aus den Transpositionen zu- 
sammensetzen, bei denen zwei benachbarte Punkte a^, a,^^ ihre Plätze 





Fig. «a. 



Fig. 61». 



wechseln, d. h. wo der Punkt a^ in die Lage a|?^i, der Punkt a^^^ m 
die Lage a^^^ einrückt. Eine solche Transposition kann in zwiefacher 
Weise bewirkt werden, wie es in den Figuren 6 a und 6 b veranschau- 
licht ist, wo auch die Endlagen der ursprünglichen Schnitte P®), l^^]^^ 
nach erfolgtem Platzwechsel (2^, V^^i in 6a, C; C+i in 6b) angegeben 
sind. Wie man sieht, entsprechen diese Transpositionen, wie wir schon 
zu Beginn dieser Vorlesimg bemerkt haben, den am Schlüsse der 
fünften Vorlesung mit (L) und (R) bezeichneten Änderungen des 
Schnittsystems. 

Wir haben nunmehr für die Anfangslage ein Riemannsches 
Problem, mit den Verzweigimgspunkten af^y . . ., a^^\ den Schnitten 
ij^>, . . ., ZW xmd den Fxmdamentalsubstitutionen (A^>) an den Schnitten ZW, 
wobei der Anfangspunkt x^ und die Wurzeln der determinierenden 
Fundamentalgleichungen ein für allemal fest zu denken sind. Es seien 
Ä^^ die entsprechenden Residuen, i/p^ die Elemente der Integralmatrix, 
die sich in der durch die Schnitte ZW . . po) zerschnittenen Fläche TW 

1 / ' a 



*) Siehe z. B. Hurwitz a. a. 0. 
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im Punkte x^ auf (d^^) reduziert — Nach vollzogener Transpoeition 
haben wir fOr den in der Figur 6a angedeuteten Fall ein Biemann- 
Bches Problem mit den singularen Punkten af^, . . ., a^>, den Schnitten 

(20) lf\--.lT-r,K>K^v^iv;^? 

und den zu diesen Schnitten in der angegebenen Reihenfolge gehörigen 
Fundamentalsubstitutionen 

(Ai'i), • • ., (A|;-«), (Ai;+'>), (AW), (A(7»)), . . ., (A(^)); 

die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichungen sind die- 
selben geblieben wie ursprünglich^ nur haben sich natürlich die zu den 
Punkten a!'p\ afli gehörigen gegeneinander yertauscht. Es seien A^fÜ 
die entsprechenden Residuen, y<^J die Elemente der Integralmatrix, die 
sich in der durch die Schnitte (20) zerschnittenen Fläche T^^^ im 
Punkte Xq auf (^^^) reduziert. Es sind dann unsere Funktionen Ä^ 
und y^^ durch die in Rede stehende Transposition aus den Werten Ä^J 

und yfl in die Werte AfJ und yj, übergeführt worden; wir können 
also sagen, daß wir die dieser Transposition entsprechende Werte- 
änderung der gedachten Funktionen vollständig übersehen. 

Wenn die von den Punkten a^, a^^j beschriebenen Wege so be- 
schaffen sind, daß der von x^ nach x in T^^^ hinfahrende Integrations- 
weg auch ganz in der Flache T^^^ verlauft, so kann das zu der End- 
lage gehörige Riemannsche Problem auch so charakterisiert werden, 
daß den ursprünglichen Schnitten 

Z(0) ^(0) j[(0) ^(0) liO) 7(0) 

in dieser Reihenfolge die Fundamentalsubstitutionen 

(A«), . . ., (A(;-)), (AW)-»(A(7«)(AW), (AW), (A(7»)),. . , (AJ")) 

zugehören. In der Tat entsprechen den von Xq aus gelegten Schleifen, 
die die alten Schnitte lf\ If}^^ einmal übersdireiten, in der Fläche 
T^^) die Substitutionen 

(21) (A<'>)-HA(;+«)(A«) bezw. (AW). 

Analoge Erörterungen gelten für die in der Figur 6 b veranschaulichte 
Transposition; bei dieser sind in der Endlage —^sofern auch hier der 
von Xq nach x führende Integrationsweg keine Änderung zu erfahren 
braucht — die den ursprünglichen Schnitten U^\ ij*^^ entsprechenden 
Fundamentalsubstitutionen 

(22) (A(;+«) bezw. (A(;+«)(AW)(A(;+.»))-'. 
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Wir erkennen^ daß durch die beiden betrachteten Transpositionen 
für die den ursprünglichen Schnitten zugeordneten Fundamentalsub- 
stitutionen dieselben Änderungen^ nur in umgekehrter Anordnung, 
hervorgerufen werden, wie die, die nach den Betrachtungen der fünften 
Vorlesung den dort behandelten Änderungen des Schnittsystems ent- 
sprechen. Aus dieser Bemerkung können wir nun einen wichtigen 
Schluß ziehen. 

Gehen wir von den (AJ^j), . . ., (A<^)) als einem System von Fun- 
damentalsubstitutionen der Gruppe G aus, so können wir die Ge- 
samtheit derjenigen Systeme von Fundamentalsubstitutionen derselben 
Gruppe in Betracht ziehen, die entsteht, wenn wir das ursprüng- 
liche System allen denjenigen Änderungen unterwerfen, die aus den 
Änderungen 

( (Al'i)-nAJ7'0(AJ'2) an Stelle von (Aj»^) 

^^^^ 1 im . . . (Ajr^o 



(U) 



( (Ai-^)) „ „ „ im 

|(A(JJ^))(AO0)(A(;+^))-S, „ „ (A(;^^)) 



(»«1,«,. .,a) 



als Fundamentaloperationen komponiert sind. Wir bezeichnen diese 
Gesamtheit durch H. — Nunmehr bilden wir ims für eine bestimmte 
Lage der Verzweigungspunkte a^, . . ., a^ und der Schnitte 2^> . . > 2^ 
diejenigen Biemannschen Probleme, die wir erhalten, wenn wir au 
den Schnitten {^, . . ., ü^ der Reihe nach die in der Gesamtheit H ent- 
haltenen Systeme von Fundamentalsubstitutionen vorschreiben, wobei 
aber der Anfangspunkt Xq fest ist, und die Wurzeln der determinierenden 
Fundamentalgleichungen als bestimmte Determinationen der Ausdrücke 
(13) stets in derselben Weise fixiert werden mögen. Die zu diesen 
verschiedenen Riemannschen Problemen gehörigen Residuen Ä^'J und 
Integralmatrizen (y^^) gehen dann durch Monodromie der Verzweigungs- 
punkte a^, . . ., a^ auseinander hervor. Wenn die von den a^, . , ,,a^ 
beschriebenen Wege so beschaffen sind, daß der Integrationsweg der 
Matrix (j^^J keine Änderung erfährt, so geht diese Integralmatrix 
immer wieder in eine solche über, die sich innerhalb der durch die 
li, * ' 'fla zerschnittenen Flache im Punkte Xq auf (d^J reduziert. Bei 
solchen Wegen der %,..., a^, die den Integrationsweg von (y^^) modi- 
fizieren, wird (ifijf), abgesehen davon , daß es in die zu einem anderen 
Riemannschen Probleme gehörige Integralmatrix übergeht, noch von 
links her mit einer Substitution der Gruppe G komponiert. Diese 
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SalwtiliitiQu wird dadarch besliiiiiiitr ^^ bsd iiiiiriii, in ■eldia' 
Beshenfi^e der iieoe IntegnticMWweg die Sduntte l^,..^l^ übenekrälB^ 
Wir baben abo die folgendea ThtonwBz 

1. Die za den gedachten Biemannschen Probleaea ge- 
hörigen Jl^* bezw. jf.^ konftitnieren ein monogenes Fank- 

tionfSTftem der Tariabeln a^, ^a^ bezw. x, a,...^a^. das 

in der ümgebong jedei Sjftems endlicher nnd ronein- 
ander lowie ron z^ rerachiedener Werte der gedachten 
Variabein holomorph ist. 

Und mit Bficksicfat auf die in der rorigm Vorksong »S. 30V* im 
bezog auf die Gesamtheit H gemachte Bemerkong: 

2, Die Aufgabe der Bestimmung eines schlechthin 
kanonischen Differentialsjstems (Ai mit den Yerzwei- 
guDgspnnkten a,,..^a^, für das die der Integralmatrix (ßgj\ 
entsprechende Monodromiegrnppe die ron den Oi, — ^a^ nn- 
abhängige Gruppe G ist and die Wurzeln der determinie- 
renden Fundamentalgleichungen fixiert sind, ist ein irre- 
duzibles Problem in dem Sinne, daß seine Losungen durch 
analytische Fortsetzung auseinander herrorgehen« 

Aus der Gesamtheit J3 kann man diejenige Cresamtheit aoasondeni, 
die der M onodromie der einzdnm Punkte o^ , . . ., a^ entspricht, und 
ans dieser letzteren Gesamtheit wieder diejenige, die dadurch entatdit;» 
daß man nur einen der Yerzweigungspunkte, etwa a^, als Tariabd be- 
trachtet und diesen geschlossene Umlaufe Tolbdehenlaßt Die Änderungen 
der (A|'j;, die Umlaufen ron a^ um die Punkte Oj^* + 1} entsprechen, 
können leicht aus der Figur 5 (S. 310) abgelesen werden, indem man 
Yon Xq aus die einfiM^hen Schleifen legt, die die ursprünglichen 
Schnitte {| , . . ., Z^ einmal überschreiten, und zusieht, in welcher Beihen- 
folge diese Schleifen die neuen Schnitte, an denen jetzt die Integral- 
matrix die Substitutionen (AJ*^, . . ^ (A^jO «rßhr^ überschreiten.*) 

Wir bemerken nur noch, daß ein Teil der hier gewonnenen Er- 
gebnisse auch in dem Falle gilt^ wo die A^^ als eindeutige Funktionen 
der Yariabeln unter den o^, . . ., a^ vorau^esetzt werden. 



Es mögen nun noch einige analytische Entwickelungen Torgef&hrt 
werden, die sich auf das Fuchs sehe Problem beziehen, und die geeignet 



^) Man erhält natürlich die Umkehrong der fSr das dualistische Problem 1. 
gefdndenen Formeln (8. 811). 
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sind; die Bedeutung dieses Problems bezw. der durch dasselbe definierten 
Funktionssysteme A^^l und y^^ für die Theorie der Differentialgleichungen 
ins rechte Licht zu setzen. 

Wir gehen wieder von denselben Voraussetzungen aus wie auf 
S. 314; betrachten also a^ allein als variabel und die N^^l als von a^ 
unabhängige Größen. 

Das Verfahren, nach dem die zu einem Verzweigungspnnkte 

gehörige kanonische Integralmatrix (ij(^j) des Differentialsystems (A) 
herzustellen ist, besteht im folgenden. Aus den Gleichungen 

(23) 2'W'i-''-<0«<;i-O (*.x-u.- ..) 

berechnen wir die Verhältnisse 

(24) ^x-^^x^-'-^^ri; (x = l,2,....«) 

dann ist 

(25) ('!i'i)-(cj'>)-%,x)» 

imd wir haben in der Umgebung von ^ «- a, die Darstellung 

(26) rfy) - (a? - a,Y:\^;^l{x\ ('. x « i. 2, • . • ,«) 

wo die q>^*^{x) in der Umgebung von a? « «^ holomorph sind und die 
Determinante |9|i^(a:)| für a? « a^ einen von Null verschiedenen Wert 

besitzt. Für 1/ « <y + 1 ist natürlich — an die Stelle von rr — a^^j zu 

setzen; die gleiche Bemerkung gilt auch fQr das Folgende. 

Aus den Gleichungen (23) ergeben sich die Verhältnisse (24) als 
von dem Parameter a^^ unabhängige Größen; wenn wir die noch will- 
kürlichen Proportionalitätsfaktoren gleichfalls von a^ unabhängig wählen, 
so sind also die c{^> selbst von a^ unabhängig. D. h., wenn die Fun- 
damentalsubstitutionen (A^^) von dem Parameter a^ unabhängig sind, 
so können auch die Übergangssubstitutionen (c^^)), für die 

(25a) (y, J - (c<;))(,W) 

ist, von a^ unabhängig gewählt werden. Daß die Wurzeln r/") der 
determinierenden Fundamentalgleichungen von a^ unabhängig sind, 
wurde bereits oben betont. 

Schlesinger, UneMre DiffnentUlglelehwigeiL Sl 



322 Siebzehnte VorlesuDg. 

Nun gilt aber offenbar aach das Umgekehrte, <L 1l wenn bekannt 
ist, dafi für v » 1, 2, • • -, tf + 1 einerseits die r/*") ron dem Parameter 
a^ unabhängig sind, andererseits die {c^*J) yon a^ unabhängig gewählt 
werden können, so sind auch die Fundamentalsubstitutionen (A{^)) yon 
ai unabhängig. In der Tat ist nach (23) 

(27) (A<;)) _ (^»)) (e«-»'--i'i'M.,)(ci;>)-». 

Wir betrachten nun eine endliche Stelle af^ von a^, die von x^ 
und den übrigen ai^(h + ^) verschieden ist; dann sind in der Umgebung 
von a^— af^f die Residuen J.J'J und für x^a^ auch die y^, holomorph. 

Wir können uns also die derivierte Matri x von (y^J nach 
dem Parameter a^ bilden. 

Es werde 

(28) D,^(yJ - (}fJ-'[^) - im 

gesetzt, und wir wollen zunächst die b^^l als Funktionen von x zu 
charakterisieren suchen. 

In der Umgebung von x ^ a^ erhalten wir, wenn wir für y^^ die 
Darstellungen einsetzen, die sich aus (25 a) und (26) ergeben: 



(^i))^(_ rfHx - a//'-M,.)(9,«) + {(X - a)'{''dj(t^^\ , 
(29) m - (^«)-»(^^)(^W) + (9>i'i)-'(^^) • 



mithin 



Die Elemente der Matrizen 



(« (^fi)-s (^«) 



sind in der Umgebung von x ^ a^ holomorphe Funktionen von x, die 
b\^^ besitzen also in x^a^ einen Pol erster Ordnung. Zufolge 
der Gleichung (II) der fünfzehnten Vorlesung (S. 270) ist 
(y«)-i(r(a)*,J(yW)_(^W), 

wir finden also, indem wir in (29) beiderseits mit x — a^ multipli- 
zieren und dann x == a^ setzen. 
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Die Ausdrücke 
(30) •• 6(U^-:B(^) 

sind folglich in der Umgebung von x^ a^ holomorphe Funktionen 
von X. 

In der Umgebung einer Stelle a^, wo v eine von k verschiedene 
der Zahlen 1^ 2y . . ., ö + 1 bedeutet^ haben wir: 



liin 

(&?2)-(9>J'ir(^); 



in dieser Umgebung sind also die bf^ holomorphe Funktionen Yon x. 
Da die bf^ in der Umgebung eines regulären x-Wertes offenbar holo- 
morph sind^ so sind die Ausdrücke J5^^2 ^ ^^^ UmgebuDg eines jeden 
endlichen Wertes von x und in der Umgebung von ^ >- cx> holomorph; 
die Bfl sind demnach yon x unabhängig. 
Die Gleichungen (28) und (30) liefern 

WO jetzt die Äf^, JBfl bloße Funktionen von a^^ sind. Aus den Glei- 
chungen (31) folgt der von Fuchs (1888) aufgestellte Satz: 

Wenn die zu der Integralmatrix (y^J gehörige Monodro- 
miegruppe G von dem Parameter a^ unabhängig ist, so 
gehört die Matrix der nach a^ genommenen Derivierten der 
ifi^ mit (j^^J zu derselben Klasse. 

Zufolge der Gleichungen (31) konstituieren die y^^ eine Integral- 
matrix des homogenen linearen Differentialsystems mit der unabhän- 
gigen Yariabeln a^ 

Indem wir diese Tatsache mit der andern in Verbindung setzen, wonach 
die y^^ eine Integralmatrix des Differentialsystems (A) mit der unab- 

21 • 
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hangigen Variabeln x bilden, können wir schließen, daß die Eoe£G- 
tientenmatrizen 



(33) 






der simultanen partiellen Differentialsysteme (32) und (A) den in der 
yierten Vorlesung (S. 53, 54) aufgestellten Int^grabilitätsbedingungen 
(C) Genüge leisten mfissen. Wir haben also die Identität: 

(^> (^') + Wi)(0-(^) + K)» 

Setzen wir in dieser die Ausdrücke (33) ein, so heben sich die- 
jenigen Glieder, die {x — a^)' im Nenner haben, weg, und wir erhalten 



(35) 



(« — «p(* — «^ 



(0) .*) 



Indem wir noch die Glieder, die (x — fljO(^ ~ O ™ Nenner 
haben, nach der Formel 



(« — «rX* — «P a^ — a^ X — a^ ' a 
zerlegen, nimmt die Gleichung (35) die Form 

an, wo die (H^/^ von x unabhängige Matrizen bedeuten. Diese Matrizen 
müssen sich folglich einzeln auf (0) reduzieren. Die Ausführung der 
angedeuteten Rechnung liefert ö Matrizengleichungen , die wir der 
Deutlichkeit zuliebe gleich in expliziter Form hinschreiben wollen: 

*) Die durch ^ angedeutete Sommation bezieht sich auf die von X rer- 
tchiedenen Werte ir »> i, 2, . . ., tf. 
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(36) 



da 



£x _ ^ / ^^g^ax-^^g^ax^ , JB(i)^(»') - ^(O^i) 



(*- = !,. .,^ -1,1 + 1,. ..,a) 



Diese Gleichungen liefern die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür, daß die Fundamentalsubstitutionen der Integral- 
matrix (y^^ des Differentialsystems (A) von dem Parameter a^ unab- 
hängig sind. 

Die Gleichungen (36) sind in den JB^^j linear. Wir behaupten, 
daß sich im allgemeinen diese Größen aus den gedachten Gleichungen 
in eindeutiger Weise bestimmen lassen. — In der Tat, seien 

zwei yerschiedene Wertesysteme der Größen B^^^y die den Gleichungen 

(36) und folglich auch den Gleichimgen (35) Genüge leisten; dann 
zeigen die letzteren Gleichungen unmittelbar, daß für die Differenzen 

die Gleichung 

(37) (■B,x)K.)-(«,«)(B,.) 

erfüllt ist. Die Eoeffizientenmatrix {a^^ des Differentialsystems (A) 
ist also mit der von x unabhängigen Matrix {B^^ vertauschbar. 

Bedeutet nun J^i; . . ., J^, irgendein Lösungssystem des Differential- 
systems (A), d. h. ist 



^-'«^y««- 



und setzen wir 



so ist 



dx 






BfiUf 



(x = l,S.-.-,n) 



(««l,«,...,«) 



dt » « 

»-1 a-l 
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also mit Rfiduieht auf (37) 

n n m 

Wl «al »«1 

Die £if ' "f^n bilden folglich ein Lo8iiiigB87>tem von (A); das letztere 
Differentialsystem wäre demnach gemäß dem Frobeninsschen Satze 
(S. 117) rednzibeL — Wenn wir also das Differentialsystem (A), d. h. 
die ans den Fnndamentalsnbstitationen (A^*^) komponierte Ghuppe G, 
als irreduzibel voraussetzen, so ergeben sich die S^^l ans den Olei- 
ehnngen (36) sicher in eindeutiger Weise, und folglich als rationale 
Ausdrücke in den 

Ä^^l, IJL, Ol, . . ., a^. «,«=1,«.. .•;i'«l,l, .-,1») 

Wir haben abo den Satz: 

Wenn das Differentialsystem (A) irreduzibel ist, so sind 
die Koeffizienten des linearen Differentialsystems (32), dem 
die y^^ als Funktionen Ton a^ genfigen, rational in x, a^, den 
Residuen Ä^^^ und ihren Derivierten nach a^. 

Wenn z. B. die Residuen A\*l eindeutige Funktionen Ton a^ 
sind, so sind demzufolge auch die Koeffizienten des Differentialsystems 
(32) eindeutig in a^. Diesen speziellen Fall des eben abgeleiteten 
Satzes hat schon Fuchs (1891) ausgesprochen. 



Da wir die y^^ jetzt als Funktionen der beiden voneinander unab- 
hängigen Variabeln x, a^ betrachten, so impliziert die den y^^ aufer- 
legte Anfangsbedingung, wonach sich die Matrix (y,. J fQr x ^ Xq auf 
die Einheitsmatrix reduzieren soll, eine gewisse Asymmetrie, um diese 
zu beseitigen, verfahren wir wie folgt 

Es sei af> ein von Xq und den übrigen Gj^Qi + k) verschiedener 
endlicher Wert; dann sind die J.(^j ebenso wie die y^^ und folglich 
auch die Derivierten der letzteren Gbrößen nach a^ in der Umgebung 
von af^ holomorphe Funktionen von a^. Zufolge der Gleichungen 
(31) sind also auch die Bf^ in der Umgebung von afp holomorph; 
wir können folglich für das homogene lineare Differentialsystem 
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(38) &-2'«.-B?ii <"-'•«•••••"> 

eine Integralmatrix (a^ J bestimmeii, die sich für a^ — af> auf die Ein- 
heitsmatrix (d^J reduziert. Setzen wir dann 

(39) (y..)(«„)-^-(U, 

(40) («j(^ri)(«<.)-'- («i'i), (-M. •• .«) 

80 konstituieren die ^^^ in ihrer Abhängigkeit von x eine Integral- 
matrix des schlechthin kanonischen Differentialsystems 

Wir bilden femer die derivierte Matrix von (^^J in bezug auf a^. 
Es ergibt sich nach der Derivationsrege] (LT) (S. 26) 

(41) 2),^(9 J - («,.) . D,^(i,J • (a, J-i + 2).^(«,.)-^ 

nun ist aber nach der Derivationsregel (VI) (S. 28) 

also^ da (a^J eine Integralmatrix von (38) ist, 

^./«.«)-'--(«J(^i))(«,.)-^ 

Setzen wir dies in (41) ein und beachten, daß nach (31) 



^->.)-(-^+^^i) 



iet, 80 ergibt sich mit Bflcksicht auf (40) 



^..(9.>)-(-j^); 



die t),x konstituieren folglich in ihrer Abhäng^j^keit Ton a^ eine Inte- 
gralmatrix des Differentialsystems 

dt) ^ «<'' 
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Die gemeinsame Integndmatrix (^^J der simaltanen partiellen 
Differentialsysteme (A') und (31) genügt nunmehr den in x und a^ 
YoUig symmetrischen Anfangsbedingungen 

lim ^i* - *i«7 

im übrigen hat das Differentialsystem (A^ die Eigenschaft, daB seine 
zu der Integralmatrix (p^J gehörige Monodromiegruppe G von a^ un- 
abhängig ist. In der Tat erleiden die 9^^ bei jedem Umlaufe von x 
dieselbe lineare Substitution wie die y^^. Wir können also alles, was 
in bezog auf das Differentialsystem (A) bewiesen worden ist, unmittelbar 
auf das System (A") übertragen. Nur in einem Punkte zeigt sich ein 
wesentlicher unterschied, nämlich in der Art, wie die Fundamental- 
substitutionen (Al^^) Yon den Residuen W^l des Systems (A') abhängen. 
Die ^^^ sind nämlich zufolge des Poincareschen Satzes der Tierzehnten 
Vorlesung ganze transzendente Funktionen der W^l\ da sich aber (Q^J 
für x^ Xq nicht auf (ä^^) reduziert, so ergeben sich die AJ*^ J®^ nicht 
mehr als ganze transzendente Funktionen der S^'^i sondern als Quo- 
tienten von ganzen transzendenten Funktionen mit einem gemeinsamen 
Nenner. Wir bezeichnen diese eindeutigen Funktionen der Sl^*^, die 
in wohlbestimmter Weise yon a^ abhängen, durch 

(41) AW-eiOC«?),..,«!.«');«^. 

Bilden wir uns jetzt die den Gleichungen (36) analogen Glei- 
chungen fdr die Systeme (A') und (0), so lauten diese: 



'^_2' y^ J^^^kz^iiJL 



(42) 



?2- 

>1 vwfx 






sie liefern also ein System gewöhnlicher Differentialgleichun- 
gen zweiten Grades für die Residuen W^l (»'•i.t,- •,<y) des Differen- 
tiaLsystems (A') als Funktionen von a^. Für dieses bemerkenswerte 
System von Differentialgleichungen — das natürlich wieder die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafür darstellt, dafi die zu 
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einer Integralmatrix (^^ J von (A*) gehörige Monodromiegruppe von a^ 
unabhängig sei — können wir sofort eine Anzahl algebraischer 
Integralgleichungen angeben. 

Zunächst ergibt sich durch Addition 

^ da, ^' 
also 

a 

(43) 2®ix - - ^ir'^ (M-i.«. ••.») 

wo die 'a%'^^^ Integrationskonstanten bedeuten. Es sind also für das 
System (A^ die Elemente der zu o: >- cx> gehörigen Besiduenmatrix 
von a^ unabhängig. 

Femer wissen wir, daß die Wurzeln der zu den Punkten a^, . . . a^, c» 
gehörigen determinierenden Fundamentalgleichimgen des Differential- 
systems (A') — die vermöge der Gleichungen (40) mit denen des 
Differentialsjstems (A) übereinstimmen — von a^ unabhängig sind. 
Es sind also — wie übrigens durch einfache Rechnung auch direkt an 
dem Differentialsysteme (42) verifiziert werden kann — die Wurzeln 
r^j"), . . ., r^^J der Gleichungen 

(44) ! «(;) - d,,r I - (.-i,2....,a+i) 

(/,«-il,2,...,ii) 

ebenfalls Integrationskonstanten. Dies gibt nöy von den n* Integral- 
gleichungen (43) unabhängige, algebraische Integralgleichungen des 
Systems (42).*) 

Die allgemeinen Integralgleichungen des Differentialsystems (42) 
werden durch die Gleichungen (41) gegeben, in denen die A^'^ Inte- 
grationskonstanten bedeuten. 

Für das durch die Gleichungen (40) definierte partikulare Lösungs- 
system des Differentialsystems (42) wissen wir, daß seine Elemente 9t(*;> in 

der Umgebung von a^ — af^ holomorph sind. Bezeichnen wir mit StJ'j 
die Werte, die diese Funktionen ÄJ*^ ^^ Punkte af^ annehmen, so 
kann dieses Lösungssystem des Differentialsystems (42) entweder durch 

*) Für n = 2, <r =» 8 besteht das System (42) aus n^e » 12 Gleichungen 
für ebenso viele Unbekannte. Die Anzahl der algebiaischen Integralgleichungen 
ist n0 4~ ^'^^ ^^« ^^ System (42) kann also in diesem Falle auf eines von zwei 
Differentialgleichungen erster Ordnung reduziert werden. Dieses letztere System 
ist mit der Differentialgleichung zweiter Ordnung äquivalent, die Richard 
Fuchs in den Gomptes Bendus t. 141 (1906) 8. 666 aufgestellt hat. 
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seine Anfangswerte W/l — Sj^J im Ponkte a^— af^ bestimmt werden, 
oder aber dadnrcb, daß wir in den Integralgleichungen (41) f&r die 
Integrationskonstanten A^'J die Elemente der yorgeschriebenen Fnnda- 
mentalsnbstitutionen nehmen nnd öberdies die Wnrzeln der Gleichungen 
(44) fixieren. 

Wir können also sagen, daß die Integration des Diffe- 
rentialsystems (42)^ soweit wir uns auf solche Losungssysteme 
beschränken, für deren Integrationskonstanten A^'^ ^^® Deter- 
minanten 

|A«1 (r-l.«..-«) 

Yon Null yerschiedene Werte besitzen, durch das Fuchssche 
Problem als yollzogen gelten kann. 

Man übersieht nun sofort, wie sich die Behandlung des Fuchs- 
sehen Problems weiter gestaltet^ wenn man mehrere oder alle (i^y...,a„ 
als yariabel und die A^^J als yon diesen unabhängige Größen betrachtet — 
Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, wo die yorgeschriebenen Fun- 
damentalsubstitutionen so beschaffen sind, daß sich die Residuen als 

eindeutige Funktionen der yariabeln unter den o^, ,a„ ergeben; wir 

yerweisen wegen dieser Frage auf eine Abhandlung des Yer&ssers.*) 

In bezug auf das Differentialsystem (42) bemerken wir nur noch, 
daß die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 9^^ 
sich als yon a^^ unabhängige Eonstanten ergeben, darin besteht, daß 

(«?i)(ai;') - (ai'i)(a?i) - (o), c*^) 

d. h. daß {fLf^) mit allen (ÄJ^^) vertauschbar sei. Bezeichnen wir 
dann mit (^^J eine Integralmatrix des Differentialsystems 

und mit (rj^^) eine Integralmatrix des Cauchyschen Differentialsystems 

dx ^^ ^f'x — a,^ 
so liefert, wie man leicht yerifiziert, 

eine Integralmatrix des Differentialsystems (A') 
•) Grelles Journal Bd. 124, S. 292. 
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